Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



I 




€> 



BestimiQiiDg 



i-y 



Q> 



aller 



Untergrappen der prfqectiven ßnippe des 

lineaien Gomplexes. 



Inaugural-Dissertation zur Erlangung der DoctorwOrde der 
philosophischen Facultät der Universität Leipzig 



vorgelegt von 



Emil Paul Enothe. 



iSeparatabdruck aus dem 
•Arkiv for Mathematik og Naturv.» B. 15. 1892. 



Kristiania. 

Det Mallingske Bogtrykkeri. 

1892. 



tVVaxU\^So%><\\,2, 



»■•"• "••»■»* 



-^^ 



^0^^O CÖCl^ 



Q] 



AUG 16 1907 



Kh^l 



Gö ^-Vu-yi^Ct^A^ ' C ' » 1^ ^ 



öl' 



Lebenslauf. 



Ich, Emil Paul Knothe, evang.-luth. Confession, wurde 
geboren am 9 Mai 1867 in Oberoderwitz bei Zittau. In 
Dresden, wohin meine Eltern 1870 verzogen waren, genoss 
ich den ersten Jugendunterricht. ' Ostern 1877 trat ich in 
das königl. Gymnasium zu Dresden-Neustadt ein, das ich 
Ostern 1886 mit dem Zeugnis der Reife verliess. Nachdem 
ich hierauf meiner Militärpflicht als Einjährig-Freiwilliger 
genügt hatte, wendete ich mich an das Polytechnicum zu 
Dresden, um Mathematik zu studieren. Hier hörte ich die 
Vorlesungen der Herren Professoren Fuhrmann, Harnack, 
Papperitz, Rohn, Schmitt, Töpler und nahm Teil an den 

• • 

Übungen der Herren Professoren Harnack, Hempel und 
Rohn. Ostern 1888 bezog ich die Universität Leipzig. Hier 
waren die Herren Professoren ßruns, Engel, Heinze, Hof- 
mann, König, Lie, Masius, Mayer, Neumann, Ratzel, Wiede- 
mann und Wundt meine hochverehrten Lehrer. 

Ihnen allen, insbesondere den Herren Professoren Engel, 
Lie, Mayer und Wiedemann, sage ich für die vielfältige 
Unterstützung in meinen Studien den herzlichsten Dank. 



Die vorliegende Arbeit behandelt die Aufgabe, alle Ty- 
pen von Untergruppen der zehngliedrigen prqjectiven Gruppe 
des linearen Complexes zu bestimmen. Diese Aufgabe ist 
«in speeieller Teil des weit umfassenderen Problems der 
Bestimmung aller projectiven Gruppen des gewöhnlichen 
Baumes, eines Problems, das bereits von Lie erledigt, dessen 
Lösung aber zur Zeit nur in grossen Zügen veröffentlicht 
worden ist*). Unter den projectiven Gruppen des gewöhn- 
lichen Raumes verdient aber die Gruppe des linearen Com- 
plexes deshalb ein besonderes Interesse, weil mit ihr zwei 
andre zehngliedrige Gruppen, die in gewissen Problemen 
•der Theorie der Transformationsgruppen eine wichtige Rolle 
spielen, gleichzusammengesetzt sind*), nämlich die grösste 



*) S. Lie, Untersuchungen über Transformationsgruppen, I, Arkiv for 
Mathem., Bd. IX. 1884. 

*) S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, bearbeitet unt«r Mit- 
wirkung von Prof. Engel, IL Abschnitt, Cap. 24, Theorem 77. In 
der Folge wird das Werk stets als «Trfgr.» citiert. 
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endliche irreducible Gruppe von Berührungstransformationeiu 
der Ebene und die Gruppe aller conformen Punkttransfor-^ 
Tuationen des Kaumes. 

Nachdem einleitungsweise dieser Zusammenhang zwischen^ 
den genannten drei Gruppen näher erörtert worden ist, wird 
zunächst füi* jede derselben eine geeignete Classification aller 
ihrer Untergruppen aufgestellt und danach auf Grund dieser 
Classification eine Methode zur Auffindung jener TJnter-^ 
gruppen entwickelt. Hierauf werden schrittweise alle Unter-^ 
gruppen bestimmt und jede derselben durch die bei ihr in- 
varianten Punktgebildjß zu characterisieren versucht. 

Die im Folgenden angewendeten Methoden rühren im» 
Wesentlichen von Prof. Lie her. Insbesondere sei hervor- 
gehoben, dass die Classification der Untergruppen der pro- 
jectiven Gruppe des linearen Complexes, auf welche die- 
ganze Bestimmung der Untergruppen sich stützt, von ihm 
stammt. 

Die Einführung in die Theorie der Transformations-- 
gruppen verdanke ich den Herren Proff. lAe und Engel; 
später war es Herr Prof. Engel allein, der mir die weiteren: 
Anleitungen gab. Aus seinem Seminar ist in ihren wesent- 
lichsten ^ Teilen die vorliegende Arbeit, zu der ich zuerst 
von Herrn Prof. lAe veranlasst wurde, hervorgegangen. Es^ 
drängt mich, beiden Herren, besonders Herrn Prof. Engel, 
für ihre vielfache Unterstützung, die mir die Durchführung 
der Aufgabe erst ermöglichte, den wärmsten Dank auszu- 
drücken. 
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Cap. 1. 

ZHtamtienhMg zwitoiieii der finipp« von BerBhnmgstraiisfor- 
nationen der Ebene, der 6nippe dee linearen Complexee und der oonforne» 

6rappe. — ClateHlcation der Untergrappen. 

§1. 

Die grösste irreducible Gruppe von Bertlhrungstrans- 
formationen ^) der Ebene xz — die (r^oi wie sie in der Folge 
stets genannt wird — ist die zehngliedrige 



P. g+a^, r, xq-^x^r, xp—yq, yp+^y^r, xp-\-yq-\'2zr, 
^ (z—xy)p--ly^q—ixy^r, \x^p'\-zq-]rxzr, 
(xz—\x^y)p+(yz—\xy^)q-\r(ii^—\x'^yVr 






woi> = ^i 3=^^' ^=^^' 
Ihre characteristischen Functionen') lauten: 



1, a?, y. x^, xy, y>, z-^^xy, x(z—\xy), y(z—\xy), 

(z—\xy)^ 



Nach einem Theorem von lAe^) giebt es in drei Veränder- 
lichen zwei und nur zwei Typen solcher Gruppen von Punkt« 
transformationen, welche mit der G^q gleichzusammengesetzt 
sind: nämlich die zehngliedrige projective Gruppe F^q 






_ y _ y _ ¥ 

wo Px = "^ — ' 2i = ^^i — » ^1 = -^ — ' 
die den linearen Complex 

invariant lässt, und die zehngliedrige Gruppe von confor- 
men Punkttransförmationen (S^o- 



») Trfgr. H Th. 69, pag. 433. 

') Trfgr. n, Cap. 14. Über Rechnung mit characteristischen Functionen 

siehe ebendaselbst. 
») Trfgr. II, Th. 77, pag. 460. 
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p, q, r, t)P— sq^ jq— 9r, jr— jp, 

EP+tiq+ar. (E'-9'-ä')P+2j9q+2Ejt, 

2eW+(9^— E'-ä')q+2%t, 
2sBP+29jq+(i3~S2-^2)|: 



^i/* ;)/• 3/* 

wo p = ^» q = ^^ r = ^• 

Ist für eine dieser drei Gruppen die Bestimmung aller ihrer 
Untergruppen geleistet worden, so ist damit dasselbe Problem 
auch für die beiden anderen Gruppen gelöst; denn zu jeder 
Untergruppe der ersteren lassen sich die dieser innerhalb 
der anderen Gruppen entsprechenden Untergruppen sofort 
angeben, wenn die drei zehngliedrigen holoedrisch isomorph 
auf einander bezogen sind. Da es mithin hier für unsem 
Zweck gleichgültig ist, welche der Gruppen wir ins Auge 
fassen, so werden wir im Folgenden des öfteren zwischen 
den einzelnen Gruppen wechseln und die Untersuchungen 
immer für diejenige Gruppe durchführen, für welche sich 
dieselben am durchsichtigsten gestalten. 

Eine geeignete Classification aller Untergruppen und 
ein hierauf gegründete Methode zur Bestimmung derselben 
lässt sich in einfachster Weise für die F^q entwickeln, da 
wir es bei ihr nur mit projectiven Transformationei zu 
thun haben ^). 

Wir unterscheiden unter den Untergruppen der F^q 
zwei Kategorien, je nachdem sie einen Punkt des Rau- 
mes invariant lassen oder nicht. Zunächst werden alle 
Untergruppen der ersten Kategorie bestimmt. Zu dieser 
gehören insbesondere alle zwei- und eingliedrigen Unter- 
gruppen, denn sie lassen sämtlich mindestens einen Punkt 
^es Raumes in Ruhe. Die Aufgabe alle Untergruppen der 
jTio zu ermitteln, bei denen kein Punkt invariant bleibt, 
zerlegt sich wieder in drei Einzelaufgaben entsprechend 



*) Diese Classification rührt von Prof. Lie her. Vgl. auch Lie's Ab- 
handlung im Ark. f. Math, og Naturv. B. X. 
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den drei denkbaren Fällen, dass invariante. Curven, femer 
invariante Flächen, aber keine invariante Curve und endr 
lieh überhaupt keine invariante Punktfigur vorhanden ist. 
Bleibt bei einer Untergruppe eine Curve, aber kein Punkt 
in Ruhe, so kann dies nur entweder eine ebene Curve 'oder 
eine gewundene Curve dritter Ordnung sein ; denn nur diese 
gestatten mehr als oo^ projective Transformationen des 
Raumes^). Aber auch die Möglichkeit, dass ebene krumme 
Curven stehen bleiben, ist. hierbei ausgeschlossen; alle ihre 
Tangenten wären nämlich Comp! exgerade, die Complei^ge- 
raden einer Ebene bilden fiber ein'Strahlenbüschel. Es kann 
sich also nur um gewundene Curven dritter Ordnung, die dem 
Complex angehören, und um Gerade handeln. Unter den Ge- 
raden des Kaum es wieder ist zwischen Compl exgeraden und 
solchen, die den Coniplex nicht angehören, zu unterscheiden. 

Demgemass werden erst alle Gruppen bestimmt, welche 
eine dem Complex angehörige Curve ^dritter Ordnung, dann 
die, welche Complexgerade. endlich die, welche Nichtcom- 
plexgerade invariant lassen, ohne dass ein Punkt gleich- 
zeitig in S.uhe bleibt. 

Ist dies geschehen, so erübrigt es noch die Unter- 
gruppen aufzusuchen, die eine krumme Fläche, aber keine 
Curve und keinen Punkt, und endlich die, welche keine 
Punktfigur in Ruhe lassen. 

Eine ganz ähnliche Klassifikation lässt sich für die G^q 
von Berührungstransformationen und die conforme Gruppe 
©10 entwickeln. Hierzu ist es nötig, kurz den Zusammenhang 
zu besprechen, in dem die Gio und ®io niit der F^o^) stehen. 

Führt man zunächst mit Hülfe der Substitutionen 

xyz als neue Veränderliche in die Pfaffsche Gleichung 
(1) äzl -f y^dx^ — x^dy^ = 0, 

*) Klein und Lie, Comptes Rendus.1870. 
*) Trfgr. n. § 109. 



6 Emil Knothe. 

die uDsern linearen Complex definiert, ein, so geht dieselbe 
über in 

(2) * dz—ydx==^0. 

Jede Transformation, die den linearen Complex (1) invariant 
lässf, verwandelt sich hierbei in eine Berührangstransfor- 
mation der Ebene xz^ die die Schar der oo^ Integralcurven 

(3) z = a — 2bx — cx^, y = — 2h — 2cx 

der Pfaffschen Grleichnng (3) in Euhe lässt, wenn man xyz 
als Punktcoordinaten im Baume deutet, also die Linien- 
elemente der Ebene xz als Punkte in einem Räume von 3 
Dimensionen abbildet. Die Schar (3) entspricht der Schar 
der oQö Complexgeraden 

(4) z^ =a—hx^, y^ =64-ca;,, 

die die Integralcurven von (1) darstellen, jeder Nichtcomplex- 
geraden 

(5) z^ = /i-f^i , yi = K+px^ (y-^-^^o) 
eine Curve der Schar ♦ 

(^6j g — ^^(v—X)x'^px^, y = —2X—2px, 
jeder gewundenen Curve dritter Ordnung, die dem Complex 
(1) angehört, eine gewundene Curve im Räume xyz^ die der 
Pfaffschen Gleichung (2) genügt. 

Demgemäss treffen wir für die Untergruppen der (t^q, 
analog wie bei der F^q, die folgende Einteilung: erstens 
alle, die einen Punkt xyz — oder ein Linienelement der 
Ebene xz — stehen lassen, zweitens solche, die keinen 
Punkt des Raumes xyz stehen lassen ; bei den letzteren sind 
die Fälle möglich, dass eine gewundene Curve, oder eine 
Integralcurve (3) oder eine Curve der Schar (6) in Ruhe bleibt 
oder ein krumme Fläche oder endlich kein Punktgebilde. 

Auch die ©^q steht in einer einfachen Beziehung zur 
-Tjo^)- I^i® Ao l^sst die Schar aller oo^ Complexgeraden, 
die wir in der Form schreiben: 



*) Der im Folgenden eingeschlagene Weg schliesst sich eng an Trfgr. 
I, Cap. 21. Theorem 72. 



Untergruppen der projectiven Gruppe des linearen Complexes. 7 

(7) ^1 = E— »9—8^1» Vi = i+(E4-<9)^i (i = /^ 
invariant; werden die Punkte x^ y^ e^ des Raumes nun durch 
-die /\o transformiert, so werden die Parameter S 9 J» ^Iso 
die Complexgeraden, durch die (S^q transformiert. In der 
That, die Bedingung, dass zwei unendlich benachbarte 
Complexgerade, die durch die Parameter j^j und s4"^Si 
*9+^9» 8"h^J bestimmt sind, sich schneiden, findet ihren Aug- 
druck in der Gleichung: 

(8) t7s«+rf9«+dg« = 0, 

Da die jT^q zwei sich schneidende Complexgerade in sich 
schneidende Complexgerade tiberführt, so lässt die Gruppe, 
vermöge welcher die Parameter s^j transformiert werden, 
•die Gleichung (8) invariant und ist somit identisch mit der 
zehngliedrigen Gruppe ©j^ aller conformen Punkttransfor- 
mationen des Eaumes f^g^). 

Die ®io lässt sich nach diesen Bemerkungen einfach 
in folgender Weise bestimmen: Ist X/*^ 5^1 + 77g' i + 5^2 
irgend eine infinitesimale Transformation der jT^o, so suchen 
wir eine infinitesimale Transformation 

5jPi+73i+5^i+«(S%)P+/»(m)q+K59i)r 
von der Beschaffenheit, dass sie das Gleichungssystem (7) 
invariant lässt. Dann ist unmittelbar «p+^q-|-yr die ein- 
.gliedrige Gruppe der ©^q, welche angiebt, wie die Complex- 
.geraden j^j bei der eingliedrigen Gruppe Xf transformiert 
werden. Indem wir so mit jeder der zehn unabhängigen 
infinitesimalen Transformationen der JT^o verfahren, erhalten 
wir die ©^o ^^^ zwar sofort in einer solchen Form, in der 
•sie holoedrisch isomorph ist mit der jT^q oder der G^q 



t X, x^, y, z—xy, x(z—\xy), z, y(z—\xy), (z—\xy)^ 



:8ie lautet: 



*) Trfgr. I, Cap. 21. Theorem 72. 
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(S,»-5»-8*)P+2E5q+2ssr-t[2sljp+(9»-j?-ä2)q4-2%i;], 






Um nun eine geeignete Classification aller Untergruppett 
der ®io zu finden, fassen wir j^j als Punktcoordinateu in> 
einem Räume Slg auf. Jeder Complexgeraden im Rq des- 
linearen Complexes entspricht dann ein Punkt des SRg. Die 
Complexgeraden durch einen Punkt bilden sich im Slg als^ 
Punkte einer geraden Linie ab, die den unendlich fernen 
Kugelkreis schneidet, fem er alle Complexgeraden einer line- 
aren Congruenz als Punkte einer Kugel, wobei die Direc- 
tricen der Congruenz sich in die beiden Scharen von Er- 
zeugenden der Kugel verwandeln; die Complexgeraden, die 

I 

eine Complexgeraxie j^j schneiden, als Punkte eines Null- 
kegels, dessen Spitze in f^j liegt, endlich die Tangenten 
einer gewundenen Curve 3. Ordnung, die dem linearen Com- 
plex angehört, in die Punkte einer gewundenen Curve des^ 
9lg, die dem Complex zweiten Grades (8) angehört. 

Auf Grund dieser Andeutungen können wir für diö- 
®io eine ähnliche Classification entwickeln, wie för die 
öjo ^nd TiQ. 

Wir greifen zunächst alle Untergruppen der ®^q heraus^ 
die einen Punkt des Sl^ invariant lassen. Ihnen entsprechen 
innerhalb der F^q solche Gruppen, die eine Complexgerade 
stehen lassen. Jede Untergruppe der &^q von dieser Be- 
schafi^enheit ist, da der invariante Punkt ins ünendlichferne 
verlegt werden kann, innerhalb der ®iq mit der Gruppe 
aller Ahnlichkeitstransformationen des Slg gleichberechtigt. 
Unter diesen Untergruppen zeichnen wir besonders noch 
diejenigen aus, bei denen keine Gerade, die den unendlichv 
fernen Kugelkreis schneidet, in Ruhe bleibt ; sie entsprechen. 
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den Untergruppen der r'iov di© ^^^^ Complexgerade, aber 
keinen Puiikt stehen lassen. 

Hiemach bleiben noch alle Untergruppen der @^q übrig», 
die keinen Punkt des SRg in sich überführen. Da es sich 
zeigen wird, dass es keine Untergruppe der F^q giebt, die 
eine krumme Fläche, aber kein Curve und keinen Punkt 

4 

stehen lässt, und keine, bei der überhaupt kein Punktgebilde* 
in Ruhe bleibt, so sind dann nur noch drei Möglichkeiten 
vorhanden: entweder bleibt eine Gerade in Ruhe, die den 
unendlich fernen Kugelkreis schneidet, oder nur eine Kugel 
oder endlich eine gewundene Curvej die dem Complex zwei- 
ten Grades (8) angehört, entsprechend der Thatsache, dass 
jede Untergruppe der F^q, die keine Complexgerade in- 
variant lässt, sicher entweder einen Punkt oder eine Nicht- 
complexgerade oder eine gewundene Curve dritter Ordnung 
in sich transformiert. ^ 



§2. 

Zur Vermeidung von häufigen Wiederholungen sollen 
im Folgenden die hauptsächlichsten Transformationen der 
ö^io> welche später Anwendung finden, zusammengestellt 
werden. 

Die endlichen Gleichungen der eingliedrigen Gruppen 
i, Xi y, x^, xy^ y'^j z — \xy lauten bez: 

(TO x' = x, y'=y, z^ = z+t, 

(T^) x' = x,y'^y^t,e' = z^(d., 

(T^) x^ = x-\-t, y^ = y, z' = 0, 

(TJ X* = x,y' = yi-xi, z^ = z^\xH, 

(T^) xf^=^xe^s y' = ye"S z' = z, 

(T^) X' = x-\-yt, y^ = y,z'=^ z^\y^U 

(T^) x' = xe^, y* = ye\ z' = ze^^. 

Für die eingliedrige Gruppe x^-{-y^ besitzen die end- 
lichen Gleichungen die Form: 
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x' = xcost — ysint, y' = x sint-\-y cost, 
z' == Z'\ ^ — sint cost — xy sin^t 

Setzen wir t = -x^^ so erhalten wir insbesondel'e die Trans- 

formation: 

(TJ X* =^ — y, y' = X, z' = z—xy. 

Es seien hieran nach einige Transformationen der F-^q 

;gefägt, die uns bei der Discussion der Untergruppen von 

lifutzen sein werden. Wir bedienen uns dabei homogener 

Coordinaten x^ x^ x^ x^, die wir durch die Grleichungen : 



X 



X 



X. 



XT' y=z^' ^= 



X. 



X 



X, 



X. 



definieren. Hierdurch verwandelt sich, wie bekannt^ die J\o 
in die lineare homogene Grruppe: 



^4^3» ^aPj ^iPs* ^A-PlT'^iPs» 
^i-Pa» ^iPi ^2P2^ ^2Pi^ ^sPs ^^P^i 



Von Wichtigkeit sind gewisse Transformationen der ein- 
gliedrigen Gruppen x^p^—x^p^i-x.iPQ—XiP4^ und XqP^-{-xj9^ 
— ^iPs — ^2-^4» die man erhält, wenn man in den endlichen 



n 



Gleichungen dieser Gruppen das eine Mal t = -^^ das andere 



n 



Mal t = -r setzt: 
4 

(j.qJ X^ = X^j X^ ^^^^8» ^3 ^^^ ^2» ^4 ^^^1» 
(l^oJ Xi = fl/3, X2 = X^y fl/g ^=^Xi, X^ ^^^2» 
(J-liJ X^ ^= X^ X^t X.2 =^2'T*'^8» ^8 ^^^^*^2i*^3'* 

X^ ^^^11^4» 
•{-L22/ *^l =^^1 ^3> Ä?2 ^^»^2 ^^4> «^3 ^^^1 1 ^8>^4 =^^2 I *^4* 
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Cap. 2. 

Bestimmong aller Uatergrappen der G^io» welche einen Punkt 
invariait lassen. Detitunt derselbtn. 

Wir gehen zunächst auf die Bestimmung aller Ilnter- 
:gruppen der G^q ein, welche einen- Punkt invariant lassen. 
Da jeder Punkt des Raumes in jeden anderen vermöge einer 
Transformation der Giq tibergeführt werden kann, verlegen 
"vrir diesen invarianten Punkt in den unendlich fernen Punkt 
der s! — Axe. Die grösste Untergruppe der G^q, welche diesen 
Punkt stehen lässt, lautet: 



1, X, y, x^, xy, y^ z—\xy 



Sie wird im Folgenden kurz als G^ bezeichnet. Es 
handelt sich daher darum, alle Untergruppen dieser sieben- 
^liedrigen Gruppe zu ermitteln. 

Um eine Controle ftir die Richtigkeit der geT^nnenen 
Resultate zu haben, wird diese Bestimmung im Folgenden 
Äuf zwei verschiedenen Wegen durchgeführt^). 

§3. 

Die erste Methode stützt sich auf die Thatsache, dass 
die sechsgliedrige Gruppe: 



1, X, y, x^, xy, y^ 



die 2iur Abkürzung G^ genannt werden möge, eine invari- 
ante Untergruppe der ö^ bildet. Auf Grund dieser Be- 
merkung lässt sich unser Problem sofort in zwei einfachere 
Einzelprobleme zerlegen, welche nach einander erledigt 
werden müssen. Es werden nämlich innerhalb der Unter- 
gruppen der G^ zwei Klassen unterschieden werden können, 
je nachdem in diesen Untergruppen die characteristische 



*) Die erste Methode verdankt der Verfasser Herrn Prof. Engel, die 
zweite Herrn Prof. Lie. 
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Function Z^;ef—^a?y vorkommt oder nicht. Die, welche der 
ersteren Elasse angehören, sind zugleich Untergruppen der 
Gß, Von denen der zweiten Klasse gilt die3 zwar nicht; 
wohl aber enthält jede r-gliedrige Gruppe dieser Art eine 
r — 1 gliedrige invariante Untergruppe, welche auch der (r^, 
angehört. Denn sind etwa 

wo die Ujc nur aus characteristischen Functionen der G^, 
zusamnaengesetzt uud nicht alle orjb Null sind, die charac- 
teristischen Functionen jener r-gliedrigen Gruppe, so lassen 
sich aus ihnen durch lineare Verknüpfung r characteristische^ 
Functionen von der Form 

ableiten, wo nunmehr w-^' • . u'r-^i Ur sämtlich frei von Z sind. 
Hier bilden offenbar die w/ . . u'^-i unter sich eine Gruppe,, 
welche als invariante Untergruppe in der G^ enthalten ist. 
Man erkennt daraus, dass die Bestimmung aller Unter- 
gruppen der G^ in folgender Weise geleistet werden kann: 
erst werden alle Untergruppen der G^ aufgesucht und dann, 
um auch alle diejenigen Untergruppen zu finden, in denen 
Z vorkommt, jeder der erhaltenen r — 1 gliedrigen Unter- 
gruppen der 6re eine rte characteristische Function von der 
Form / 

hinzugefügt und die Constanten a-^a^^a^ ßiß^ß^ i^ g®* 
eigneter Weise ermitteft. 

Wir beschäftigen uns demgemäss zunächst mit der sechs* 
gliedrigen Gruppe: 



1, X, y, rc^ xy, y2 



Ist Gr eine beliebige r-gliedrige Untergruppe der G^y 
so bringen wir sie durch passende lineare Verknüpfung ihrer 
characteristischen Functionen auf eine solche Form: 

Wj= aji +aj2X+ajzy, (; = I, . . r— y) 
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•dass sich aus den Vk keine cbaraeteristische 'Function von 
der Gestalt «aJ-H/öy+y linear herleiten lässt. Es ist klar, 
dass die Glieder zweiter Stufe 

(ai) tV = ßkix^-\'ßi&xy^ß^y'' 

unter sich eine Gruppe bilden. Denn combiniert man zwei 
der Functionen v^, so wird in dem entstehenden Ausdruck 
wiederum ein Glied zweiter Stufe auftreten, welches sich 
offenbar linear aus den v'u zusammensetzen lassen muss. 

Wir unterscheiden nun die Untergruppen der Gq nach 
der Anzahl y der in ihnen auftretenden characteristischen 
Functionen Vk und suchen der Reihe nach diejenigen, in 
welchen y=0ylt2i3 ist. 

Es wird zweckmässig sein, vorher zur Vereinfachung 
der Form der Vk erst alle Untergruppen der dreigliedrigen 



a:«, xy, tß 



Gq = 

zu bestimmen. 

Jede eingliedrige Gruppe der Gq hat die Form: 

u^ax^-\-hxy-{-cy^. 
Vermöge der Transformation (TQ).geht dieselbe über in: 

u = ax'^']-xy(b—2aO-\-y'^(at.^—bt-}-c), 
Sind a und h nicht gleichzeitig Null, so lässt sich t stets 
so wählen, dass der Coefficient von y'^ versshwindet. Ist 
dann zugleich für diesen Wert von t auch b — 2at Null, so 
reduciert sich u auf x^. Besitzt aber die Gleichung 

at^--bt-^c = 
keine Doppelwurzel, so kann mit Hülfe der Transformation 
(jT^) auch der Coefficient von x'^ auf dieselbe Weise, wie 
der von y'^, zum Verschwinden gebracht werden. Wir fin- 
den mithin die beiden Typen 

und 



x^ 



xy 



Denn auch die eingliedrige Gruppe y^, welche im Falle 
^=^h=0 auftritt, ist mit aj^ gleichberechtigt; die Transfor- 
mation (Tg), welche der Gq angehört, vertauscht ja y^ mit x^. 
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Ist fmHAT 

s 

eine zweigliedrige Untergruppe äer G^, so können wir zu-^ 
nächst auf dieselbe Weise, wie es bei den eingliedrigen 
Gruppen geschah, eine der characteristischen Functionen^ 
etwa Uly auf eine der Formen x^ oder xy bringen, wobei die 
andere, da nur Transformationen der Gq benutzt werden,, 
die Form annimmt: 

u' = a'x^ -\-h'xy+&t/^ . 

Beide Möglichkeiten führen auf denselben Tjrpus. Denn im 
ersten Falle, wo a* = gesetzt werden kann, zeigt die- 
Bildung des Klammerausdruckes: 

\b'xy-\-c'y^, x^} = J2b'x^'\-4&xy, 

dass &=^0 ist. Im zweiten Falle, wo V ^=^0 gesetzt wer- 
den kann, zeigt die Identität: 

{a'a;«-|-6'y^ xy\ = 2b'y'^—2a'x^, 

dass entweder a oder h Null ist. Die beiden Gruppen x^,. 
xy und y^, xy sind aber wiederum vermöge der Transfor- 
mation (Tg) in einander überführbar, also innerhalb der G^ 
gleichberechtigt. 

Die kanonischen Formen für die Untergruppen der G^, 





«S xy, y^ 




sind also 






t 


x^^ xy 1 xy ^ 


«« 



Es ist nun ohne Beschränkung der Allgemeinheit ge- 
stattet anzunehmen, dass die vj! in (a^), welche sich aus 
den Gliedern zweiter Stufe in den v^ zusammensetzen, die 
Form jener Untergruppentypen der G^ besitzen. Denn die- 
Operationen, die zur Reduction auf diese canonischen For- 
men nötig waren, sind unmittelbar auf die v^' und v^ über- 
tragbar. Ferner bewahren auch bei den angewendetem 
Transformationen, die sämtlich der G^ angehören, alle- 
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Ausdrücke von der Form a-{-hx-{-cy bis auf unwesentliche- 
Ändemngen der Constanten a, 6, c ihre frühere Grestalt. 

Wir suchen zunächst alle diejenigen Untergruppen der 
(?0, in denen die Anzahl der Functionen vi^ gleich 3 ist, in 
denen also drei characteristische Functionen von der Form, 
auftreten: 

(b) v^^^y+oi^+ß^x-^r^y, 

Zu diesen können noch eine, zwei oder drei characteristische- 
Functionen 

(c) Wj = aj-i-hjX-i-Cjy 

hinzukommen, und schliesslich ist die Möglichkeit vor- 
handen, dass eine Gruppe nur aus den characteristischen- 
Functionen t?iV2«^8 besteht. Den letzten Fall behandeln 
wir zuerst. 

Schreibt man v.^ in der Gestalt 

v^ = (x-{-y^) (y+ßJ+a^—ßiVi^ 
so erkennt man sofort, dass vermöge der Transformationen 
(T^) und (Tg) v^ auf die Form gebracht werden kann: 

Ist dies geschehen, so ergeben die Elammeroperationen 

{v^v^} = 2x^+ß^X'-y^y = 2v^, 
[v^v^] = 2y^—ß^x-]ry^y = 2v^ 

und zeigen, dass a^ = /ö^ = ;/ ^ = «g = /Jg = yg = ö ist. Aus 

{y«, x^\^^4xy 

folgt endlich, dass auch Ä. = ö sein muss, und wir erhalten. 

,die Gruppe: 



1) a:2, xy, y« 



Es mögen jetzt zu v^v^v^ eine Anzahl von character- 
istischen Functionen Wj treten. Ist dann 

w ^ a'\-bx'\-cy 
die allgemeinste characteristische Function dieser Art, welche ^ 
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in irgend einer der so entstehenden G-ruppen vorhanden ist, 
so muss die betreffende Gruppe, da 

{ajy+A, w} ^ bx — cy 
und weiterhin • 

{xy-^-X, hx—cpy^bx-^y 
ist, auch die characteristischen Functionen a, bx^ cy ent- 
halten. Ist nun etwa 6 von Null verschieden, so zeigt die 
Bildung des Klamtnerausdruckes 

dass auch Sy-^-y^t mithin schliesslich 

{x, 2y+r^}=—2, 

also die characteristische Function 1 ebenfalls der Gruppe 
angehört. Dasselbe Resultat liefert die Annahme, dass c 
nicht Null ist. In beiden Fällen gelangen wir zur (rg. Da- 
gegen liefert die Annahme, dass b und c beide Null sind, 
aber a nicht verschwindet, wie leicht durch Bildung der 
Klammerausdrücke {t^iVg} und {^2^3} ^^ bestätigen ist, die 
■Gruppe: 



2)- 1, :r^ xy, y^ 



Wir wenden uns zur Bestimmung aller Untergruppen 
der Gß, in welchen zwei characteristische Functionen Vk auf- 
treten. Wir können die Vk ohne Beschränkung in der Form 

Vi =x^-^a^+ßiX-i-riy, 
v^ = xy-\-\ 
voraussetzen. 

Sollen Vi und Vg für sich eine Gruppe bilden, so 
müssen, da 

{vjVi } = Sx^+ßiX—yiV = 2v^, 

■^1» ßi^ Yi sämtlich Null sein, und diese Gruppe lautet: 



3) ÄJ2, xy-^-X 



Um femer alle Untergruppen zu finden, in welchen ausser 
Vj und v^ noch gewisse characteristische Functionen 
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wj^aji-bjx+cßj 
-enthalten sind, bezeichnen wir wiederum mit 

w ^ a-\-l)x-\-cy 
•die allgemeinste characteristische Function dieser Art, welche 
•einer solchen Grruppe angehört. Es ergiebt sich dann wie 
früher, dass diese Gruppe die characteristischen Functionen 
-a, hx, cy umfassen muss. Ist nun c von Null verschieden, 
enthält also die Gruppe die characteristische Function y, 
so enthält sie auch 

{y, v^\ = 2x^ß^ xmd {2x^ß^, y\ = —2, 
mithin x, y, 1. Diesem Falle entspricht • also die Gruppe: 



4) i, X, y, x^, xy 



Ist nun c= Ot so sind noch die folgenden Möglichkeiten 
vorhanden: a und 6 4=^1 (^='0, b^O] a = 0, b = 0. Die 
Bildung des Klammerausdrucks {vit^2^ ^^^st in jedem dieser 
Fälle erkennen, dass a^= ßy=y^ = ist. Wir erhalten 
-daher die Gruppen: 



5) I, X, x^, xy 1 6) X, x^, ocy-^X ? 7) 1, x^, xy 



Gehen wir nunmehr zur Bestimmung aller Untergrup- 
pen der Gq über, die nur eine characteristische Function 
Vk enthalten, so haben wir von vornherein zwei Hauptfälle 
2U unterscheiden analog den beiden verschiedenen einglied- 
rigen Untergruppen der 6rg, nämlich 

v^xy-{-X und v ^ x^-{-a-\-ßx-\-yy. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit dem ersten dieser 
Tälle. Hier stellt 



8) xy-\-Ji 



unmittelbar den Typus einer eingliedrigen Gruppe der Gq 
-dar. Tritt nun wieder zu xy-{-X eine beliebige character- 
istische Function w e^ a-\-bx-\'Cy, die mit xy-^X einer Gruppe 
von der verlangten Beschaffenheit angehören soll, so muss 
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diese Gruppe auch die eharacteristischen Functionen a, har^ 
cy enthalten. Sind zunächst a, 6, c verschieden von NuU^ 
so ergiebt sich der Typus: 

9) 



1, X, y, xy 



Zu demselben Ergebnis führt auch die Annahme, dass a = 0,. 
aber h und c verschieden von Null sind, weil {y, x\^l. 
Ist c=0, so erhalten wir, entsprechend den drei Möglich- 
keiten: a und 6 =J= Ö; a=0, 6 =J= ö; a^ 0, h= 0, die wei- 
teren Typen: 

10) 



1, X, xy ^ 11) X, xy-^X , 12) 1, xy 



Die Annahme h = liefert nichts Neues, da die Transfer- 
mation (Tg) x mit y zu vertauschen gestattet. 

Wir kommen zu dem Falle, wo die Function v die- 
Form besitzt: ,v^x^-{-a-\-ßx-{-yy. 

Mit Hülfe der Transformation (Tg) lässt sich zunächst 
stets erreichen, dass das Glied ßx verschwindet. Wir setze» 
also V in der Form voraus: v^x'^-{-a-\-yy. 

Ist nun y von Null verschieden, so bringen wir da»^ 
Glied a durch die Transformation (T^) zum Verschwinden 
und machen endlich y vermöge der Transformation (Tg) 
gleich 1. Ist dagegen y=0, so geben wir, falls a von 
Null verschieden ist, vermöge derselben Transformation 
(Tg) V die Form x^-\-l. Fügen wir hierzu noch die Möglich- 
keit a = y = 0, so haben wir die folgenden drei Typen ein- 
gliedriger Gruppen: 

~ 15) 



13) 



X 



2 



14) x'^^l 



x^i-y 



Die Transformationen (Tg), (Tg), (T^), welche eben ange- 
wendet wurden, lassen aber den Ausdruck 

wj = aji-bjX^Cjy 
im Wesentlichen ungeändert. Wir können daher bei der 
Aufsuchung weiterer Untergruppen von der geforderten Be- 
schaffenheit, welche ausser v noch gewisse characteristische- 
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Functionen «({; enthalten, v in irgend einer jener canonischen 
Formen annehmen. 

Ist w ^ a-\-hx-\-cy 

die allgemeinste characteristische Function, welche mit (t^-\-Mr 
wo /i = Ö oder 1 ist, einer solchen Untergruppe angehört,, 
so ist 

{x^-^-ß, w\^ — 2cx. 

Falls c nicht verschwindet, umfasst diese Gruppe die cha- 
racteristi«che Function x, folglich, da sie w enthält, auch 

y-\ — und ly-\ — , äjI^^. Die Gruppe hat mithin die Form: 



16) 



1, X, y, x' 



Ist c = 0, so sind noch folgende Möglichkeiten denkbar: 

a und h^O; a=0^ 6 4=^; «4=^, h = 0. 
Bedenken wir gleichzeitig, dass pi= oder 1 zu nehmen 
ist, so ergeben sich die Typen: 



17) i, X, x^ , 18) X, x^ , 19) 1, x^ , 20) x, x'^-{-l 



Es sei endlich v^rc^-j-y, und wiederum «<; ^ a-|-6a;-j-cy 
die allgemeinste characteristische Function, welche mit x'^-^-y^ 
in einer Gruppe von der verlangten Beschaffenheit auftritt. 
Dann ist 

{ic^-f-y, w\^ — 2cx-\-h. 

Der Fall, dass c nicht verschwindet, würde, wie sich leicht 
nachweisen lässt, auf die obige viergliedrige Gruppe zurück- 
führen. Im Falle c = ö ist zwischen den Möglichkeiten,, 
dass 6 = ö und 6 =|= ö ist, zu unterscheiden, und es folgen 
die Typen: 

21) 



l.x^+y. 22) l.x.x'^^y 



Es bleiben hiernach nur noch diejenigen Gruppen übrige 
deren characteristische Functionen frei von jedem Glieds 
zweiter Stufe sind, also die Gruppe: 
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23) Tg = 1, X, y 

mit ihren Untergruppen. 

Jede eingliedrige Untergruppe der F^ hat die Form: 
a-{'lx-\-cy. Ist 6 von Null verschieden, so lassen sich mit 
Hülfe der Transformationen (Tg) und (Tg) die Glieder cy und 
a gleich Null machen ; diesem Fall entspricht also der Typus 

24) 



X 



Der Fall, dass c nicht Null ist, führt iu ähnlicher Weise 
auf den Typus y\ da indessen die Transformation (Tg) y 
mit X vertauscht, so sind die Typen x und y gleich berech- 
tigt innerhalb der Gq. Die Annahme a = h=^0 liefert end- 
lich die Gruppe 



25) 



Bilden ferner die characteristischen Functionen 

eine zweigliedrige Gruppe der F^, so können wir etwa w^ 
auf eine der Formen x oder 1 bringen. Ist w^^e^x, so muss 
in w^ der Coefficient von y verschwinden; sonst würde die 
Gruppe ausser einer characteristischen Function y-pv noch 
{y-|-v, x)^l enthalten und wäre mit der Fq identisch. Sie 
kann demnach nur die Gestalt besitzen 



26) \1. X 



Ist w^^eI, so wird W2 ^^ bx-\-cy und kann ebenfalls auf die 
Form X gebracht werden; wir erhalten also denselben Typus. 

Die Bestimmung aller Unterginippentypen der Gq ist 
im Vorangehenden ganz ohne Rücksicht darauf, dass wir 
die Gq als Untergruppe der 6^7 zu betrachten haben, durch- 
geführt worden. Lassen wir jetzt diese Auffassung in Kraft 
treten, so zeigt sich, dass die Constante A, falls sie nicht 
Null ist, mit Hülfe der Transformation (T7) gleich 1 ge- 
macht werden kann. Aus allen Gruppen, welche die charac- 
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teristische Function xy-]-Ji enthalten, ergeben sich daher 
zwei Typen, indem einmal X= 0, dann X = l zvl setzen ist. 
Nachdem alle Untergrnppen der Gq bestimmt worden 
sind, bleibt noch die Aufgabe, alle Untergruppen der G^ 
aufzustellen, welche die characteristische Function Z in 
irgend welcher Verbindung enthalten. Jede r-gliedrige 
Gruppe von dieser Eigenschaft besitzt, wie wir bereits 
früher bemerkten, eine r — 1 gliedrige invariante Unter- 
gruppe, welche zugleich Untergruppe der Gq ist. "Wir dür- 
fen ohne Beschränkung annehmen, dass diese r — 1 gliedrige 
Untergruppe — die Gr-h wie sie im Folgenden stets ge- 
nannt wird — unmittelbar eine der bestimmten canonischen 
Formen für die Untergruppen der Gq hat. Denn die Trans- 
formationen, welche angewendet wurden, um die Unter- 
gruppen der Gq auf jene canonischen Formen zurückzu- 
führen, gehören sämtlich der Gq an und beeinflussen die 
Gestalt der characteristischen Function 

welche die Gr-i zur r-gliedrigen Untergruppe der G^ er- 
gänzt, nur insoweit, als sie den Constanten a^a^oi^ß^ß^ß^ 
neue Werte erteilen. Wir fügen daher, um alle Unter- 
gruppen der G^ von der verlangten Beschaffenheit zu er- 
mitteln, zu jedem Untergruppentypus der Gq, zu jeder Gr-i, 
U als neue characteristische Function und suchen die Con- 
stanten oL-^a^a^ß^ß^ß^ in geeigneter Weise zu bestimmen. 

Zunächst lässt sich U stets um r — 1 Summanden ver- 
kürzen, indem die characteristischen Functionen der G^-i 
mit passenden Constantan multipliciert von U subtrahiert 
werden. Ferner sei vorausgeschickt, dass die Constante a^ 
mit Hülfe der Transformation {T{) zum Verschwinden ge- 
bracht werden kann. 

Wir behandeln zunächst den Fall, wo die Gr-h die 
drei characteristischen Functionen a;^, xy, y^ enthält, also 
eine der beiden Formen 1) oder 2) besitzt. 
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Dann hat U die Gestalt: U ^ Z-{'a^x-\-a^y, 
und es wird { CT", ccy\^ — oL^x-\-a^y^ 

mithin «2 = ^8= ^- Wir finden daher die Typen : 



1, x'^, xy, y^, zu 



x^, xy, 3/2, z 



Enthält femer die Qr^-i zwei characteristische Func- 
tionen von der Form rr^, xy-^-X, nicht aber y^, so ist: 

U^Z+a^x+a^y^ß^y^ 
und es folgt: 

{ U, xy-\rX\ = 'k—a^x-\-a^y-]r2ß^y^, 
also /Jg = 0. Ist die Qr-i mit der fünfgliedrigen 4) iden- 
tisch, so hat demnach die entsprechende G^ die Form: 



i, X, y, x'^, xy, z 



Wählen wir ferner 5) oder 6) als Gr-h so wird TJ^ Z-\-a^y 
und die Combination mit xy-\-\ zeigt, dass «g = A = (? ist. 
Es ergeben sich also die Gruppen: 



1, X, x*^, xy, z 



X, x^, xy, z 



Auf ganz demselben Wege führen die Gruppen 7) bez. 3) 
zu den Typen: 



1, x^, xy, z 



2 



^% xy, z 



Kommen ferner in der Gr-i characteristische Functionen 
zweiter Stufe nur in der Verbindung xy-]-X vor, so wird 

ü = Z+a^x+a^y-i-ß^x^+ß^y^ 
und { ü, xy+\} = -a.^x-\-a^tj^^ß^x^-\-äß^y^+X^ 
also ßi = ß8 = 0. Demnach entspricht der Gr-j 9) die 
Gruppe: 



1, X, y, xy, z 



Ist die Gr-2 eine der Gruppen 10) oder 11), so besitzt die 
U die Form Z+ag^; die Combination 

{U, xy-{-X\ = a^y+X 
zeigt aber, dass aQ=-X = ist, und wir haben die Typen: 
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1> X, xy z 



X, xy, z[ 



lEbenso ergeben sich aus den Gruppen 12) bez. 8) die Typen: 



l,xy, zU 



xy, z 



Wir betrachten endlich die Fälle, wo x"^ die einzige 
-characteristische Function 2. Stufe ist, die in der (xr-i 
vorkommt. \ 

Hier hat JJ die Form: 'O^Z-\-ß^xy'\-ßzy'^-\-otiX-{-a^y, 
•und es kommt: 

{?7, x''\ = 2ß^x''^4:ß^xy-Y2a^x, 
mithin ß^ = 0. Dagegen lässt sich über die Beschaffenheit 
^on /Ja nichts aussagen. Der Gr-i 16) entspricht also der 
Typus : 



1, X, y, x^, z-{-axy 



Ist ferner 18) die Gr-h so hat ü die Gestalt Z-^-ß^xy-^a^y 

und es wird: 

{U, x\ = {^-\-ß,)x+a^, 

also «3 = 0; wir erhalten mithin die Gruppe: 



X, x^y z-\-axy 



Für die Gr^i 17) reduciert sich U auf Z-\-ß^xy-{-a^y. Wen- 
•den wir die Transformation (Tg) an, welche die Form der 
Gr-i unverändert lässt, so geht U über in : 

Z'^ß',xr-{-y\a^^{\-ß^)t), 
Das Glied a^y lässt sich also stets zum Verschwinden brin- 
gen, ausser wenn ß^=^\. Dann aber gestattet die Trans- 
formation (Tß) «8 gleich — i zu machen. Wir. finden mit- 
hin die Typen: 



1, X, x^f z-\-axy 



1, X, x^, z—y 



V70 nachträglich a auch der Wert frei stehen soll. 

Wählen wir endlich als Gr-i eine der beiden Gruppen 
19) oder 13), so ist U^ Z-\-ß^xy-\-a^x-\-a^y und aus der 
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Combination ^U, x^^ folgt, dass «3 = ist, also U die Foriu 
besitzt: TT^ Z-\-ß^xy-^a^x, Bei Ausführung der Trans- 
formation (Tg)» welche die Form der G^^i in keiner Weise- 
verändert, geht TJ über in : 

und wir haben die beiden wesentlich verschiedenen Fälle 
ß^ = —J und ß^ 4= — i zu unterscheiden. Im letzteren Falle 
kann das Grlied a^x ^tets gleich Null gemacht werden. Im 
ersteren Falle können wir, falls arg von Null verschieden 
ist, erreichen, dass a^ gleich —2 wird; dazu verhilft die 
Transformation (T5). Wir gewinnen so die Typen: 



1, 


x'^, 


ss-\-axy » 




1. 


^^ 


z—xy — 2x 



x'^^z-\'axy 



x^j z — xy—2x 



wobei wir den Fall ß^ = — J, «3 = mit dem allgemeine» 
Falle, wo a beliebig ist, vereinigen. 

Es sei ferner die Gr-i mit einer der Gruppen 14) oder 
20) identisch. Dann hat U wiederum die Form : 

U= Z-^ß^^xy+ß^y^-^a^x-^rot^y, 
und es ergiebt sieh die Identität 

(a) { U, x^+l\ = 2ß^x^+4ß^xy+2a^x+l, 
also ß2=h V^3 = ^- Enthält die Gr-j noch die charac- 
teristische Function x, wie es im ersten Falle geschieht, so 
zeigt die Combination: {U, x\^x-\'aQ, dass a^ = ist.. 
Dasselbe Resultat liefert die Identität (a) für den Fall,, 
dass die Gr-i nur aus der characteristischen x'^-\-l besteht^ 
Dann hat also TJ die Gestalt: U^z-^a^x\ da der Coef- 
fieient von xy ^ — ^ ist, gestattet die Transformation 
(Tg), welche ausserdem die Form von x^-\-l nicht verändert, 
das Glied a^x zum Verschwinden zu bringen. Wir er- 
halten auf diese Weise die Typen: 



X, x^-\-l, zU 



rc^-fi, z 



-^ 
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Wir kommen endlich zu dem Falle, dass die G^-j eine 
der Formen 15), 21) oder 22) besitzt. Auch hier ist : ' 

und es folgt: 

(b) {U, x^+y\ = 2ß^x^-\-4ß^xy^2a^x^{\-ß^)y--a^, 

1^ 
6 

Betrachten wir zunächst 22) als 6?^-!, so ist 

V = z—\xy-\rhy ; 
da der Coefficient von xy von — 1 verschieden ist, so kön- 
nen wir, wie wir früher sahen, vermöge der Transformation 
(Tg) erreichen, dass das G-lied ly verschwindet, und wir ge- 
langen zu der Gruppe: 



mithin /?g = ö,- /f^ = ~^' 



i, X, x^-\-y, Sz — xy 



Wählen wir ferner 21) als 6rr-7> so ist der Identität 
(b) gemäss a^ = o^ und U erhält die Form : 

U^ z—\xy'\-a,^x. 
Mit Hülfe der Transformation [T^) bringen wir noch das 
Glied «2^ ^^^ Verschwinden und finden den Typus: 



1, x^+y, 3z— xy 



Reduciert sich die Gr-i auf x^-\-y, so sind otj und a^ 
beide Null, wie die Identität (b) zeigt, und es ergiebt sich 
die Gruppe: 



rc^-f y, 3z— xy 



Es bleiben hiernach nur noch die Fälle zu erledigen, in 
denen die Gr^j eine der Formen 23), 24), 25) oder 26) besitzt. 
Im ersten Falle können wir U in der Gestalt annehmen: 

ü=Z+ß^x^-\-ß,xy-\-ß,y^. 
Mit Hülfe der Transformationen (T^), (Tg), (Tq) ist nun 
stets zu erreichen, dass der Ausdruck ßiX^-\-ß2xy-\-ß^y^ 
entweder gleich ax*^ oder axy wird, ohne dass dabei die 
Gr-i ihre ursprüngliche Gestalt verändert. Es ist daher 
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einmal U^Z-^-ax^, das andere Mal U^^-\-axy zu setzen. 
Ist ä von Null verschieden, so gestattet die Transformation 
(Tß) diese Constante = — ^ zu machen. Es ergeben sich 
also die Typen: 



1, X, y, 2Z—x^ 



1, x, y, 0+axy 



wo wiederum a jeden beliebigen endlichen Wert annehmen 
kann. 

Es sei weiter die G^-^j mit der Gruppe 26) identisch. 
Dann ist 

U= Z-^ß,x^i-ß^-xyi-ß^y^+a,y, 
und die Identität: 

{0, x) = {^+ß^)x-{-3ß^y-{-a^ 
zeigt, dass ß^ = ist. Ist nun ß^ von Null verschieden, 
so gelingt es allein mit Hülfe der Transformation (i^) das 
Glied ß^x'^ fortzuschaffen, so dass U die Form gewinnt: 

U=z-\-ß^xy-]ra^y. 
Je nachdem dann /? 2 = i ^^^^ ^^^ i verschieden ist, er- 
halten wir, wie sich leicht bestätigen lässt, die Gruppen 



1, X, z—y 



1, X, z-\-axy 



wo nun a alle Werte annehmen kann. Ist ß^^=^0^ also 

SO bringen wir mit Hülfe der Transformation (Tg) das Glied 
a^y zum Verschwinden und machen endlich vermöge der 
Transformation (T5), falls ß^ nicht Null ist — und diesen 
Fall brauchen wir nur noch ins Auge zu fassen — , diese 
Constante = — J. So ergiebt sich die Gruppe: 



1, X, 2Z—x^ 



Wählen wir ferner x als Gr-h so wird 



und 



U= Z^ß^x^^ß^xy^ß^y^-\-a^y 
{U, x\ = {\'\'ß^)x^2ß^y+a^, 
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also aQ= ßQ = 0, Je nachdem ß^^O oder = ist, er- 
geben sich auf einem ganz ähnlichen Wege, wie er für die 
Gr^i 26) eingeschlagen wurde, die Typen: 



X, 2Z—x^ , X, z-{-aißy 



wo wiederum a keiner Beschränkung unterliegt. 



Es sei endlich die Gr-i durch die Gruppe 1 1 gegeben. 
Dann ist , 

und es kommt darauf an, diese characteristische Function 
auf gewisse canonische Formen zu reducieren. Sind nicht 
alle Constanten ß^ ß^ ß^ Null, so können wir zunächst 
vermittelst der Transform^ionen (T^), (Tg), (Tg) dem Aus- 
druck ßiiv^-{'ß2^-{-ßQy^ eine der Formen aa?^ oder aay 
erteilen. Im ersten Falle gewinnt ü die G-estalt: 

Vermöge der Transformation (Tg) lässt sich ferner das Glied 
a^y entfernen; ist dies geschehen, so' gelingt es mit Hülfe 
der Transformation (T^) leicht, auch das in a? multiplicierte 
Glied fortzuschaffen. Da a von Null verschieden ist, können 
wir durch Anwendung der Transformation (Tg) a = — ^ 
machen und erhalten so schliesslich : UE^J2Z—a^j und die 
entsprechende Gr bekommt die Form: 



1, 2Z—x'^ 



Lässt sich in der oben angegebenen Weise der Ausdruck 
ßi^^-hß2^y-\-ß3y^ auf die Form axy bringen, so wird: 

U= Z-{-axy-\-a^af-{-aQy, 
und wir haben, wie schon des öfteren geschehen, zwischen 
folgenden drei Fällen zu unterscheiden: 

a = J, a = — ^, a weder — ^ noch -f-J. 
Die typischen Formen für U sind demnach: 

Jj^z^z—y^ U^^z — ayy — 2x^ U^z-\-axy. 
Wenn der Wert von a keiner Beschränkung unterliegt, so 
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umfasst der letzte Fall ausser den Mögliehkeiten a = — i, 
a2==0; ,flf = 4-ii aQ = auch die einzige noch denkbare, 
dass alle ßiß^ß^ Null sind. Denn tritt dies letztere ein, 
so hat zwar zunächst TJ die Gestalt: 

mit Hülfe der Transformationen (T^) und (Tg) aber lässt 
sich U auf die Form Z reducieren. 

Wir erhalten demnach noch die folgenden zweigliedrigen 
Gruppen : 



1, z-^axy 



1, z — xy—2x h 



1, z—y 



Die Bestimmung aller eingliedrigen Gruppen endlich, 
in welche ein Glied mit z eingeht, kommt auf die Zurück- 
führung der characteristischen Function: 

U= Z^ß^a:^+ß^xy'\^ß^y^+a^x^a^y 
auf gewisse canonische Formen hfnaus, eine Aufgabe, welche 
bereits im .Vorhergehenden gelöst worden ist. Die dort be- 
stimmten Typen sind die Folgenden : 



2Z—x^ 



z — xy — 2x 



z—y 



z-\-axy 



wo a unbeschränkt ist. 

Es sei schon hier bemerkt, dass innerhalb der G^ die 
Gruppen 



1, z — xy — 2x 



1, z—y 



und andererseits 



z^xy — 2xU 



z—y 



gleichberechtigt sind, da die Transformation (Tg) x mit y 
zu vertauschen gestattet. 



§4. 

Im Folgenden wird eine zweite Methode zur Bestim- 
mung aller Untergruppen der jT^, die innerhalb der F^^ 
der 6r7 entspricht, entwickelt. Dieselbe stützt sich auf die 
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Kenntnis aller Untergruppen der linearen projectiven Gruppe 
der Ebene, welche von Lie vollständig angegeben worden 
sind ^). 

Wir schreiben die F^ in der Form: 



r, p-\ryr, q—xr, a?g, yp, xp-\rzr, yq+0r 



Alle ihre infinitesimalen Transformationen besitzen die 

Gestalt : 

Xj.f= 5k{xy)p-\rVkixy)i'\-^[oßyz)r, 

Es erzeugen also die verkürzten infinitesimalen Transfor- 
mationen 

_ ^ä/= SL\xy)p+Vk{xy)q 

eine Gruppe G und zwar eine solche, welche, r^O gesetzt, 
mit der Gruppe der X]cf isomorph ist. Sehen wir von der 
eingliedrigen Gruppe r ab, so entspricht jeder Untergruppe 
der r^ eindeutig eine Untergruppe der Cr. Es fragt sich 
nun, ob es gelingt, umgekehrt aus den Untergruppen der 
G alle Untergruppen der F^ abzuleiten. 

Ist Gr eine beliebige r gliedrige Untergruppe der G, so 
wird zunächst jede infinitesimale Transformation Xj^f der- 
selben durch Hinzufügung des in r multiplicierten Gdiedes 
5jbr, das sich unmittelbar aus der Form der infinitesimalen 
Transformationen der F^ ergiebt, zu dem entsprechenden 
Xjf ergänzt werden müssen. Es sind nun nur zwei Möglich- 
keiten denkbar: Erstens kann die Untergruppe der jT^, aus 
welcher die Gr abgeleitet werden kann, die eingliedrige 
Gruppe r enthalten ; alle Gruppen von dieser Beschaffenheit 
erhalten wir einfach, indem wir r als neue infinitesimale 
Transformation zu den X^f hinzufügen. Zweitens aber kann 
die Gr auch aus einer solchen Untergruppe der F^ ent- 
standen gedacht werden, welcher die eingliedrige Unter- 
gruppe r nicht angehört; wir werden zu allen Untergruppen 
von dieser Art gelangen, wenn wir zu jeder infinitesimalen 



*) Lie, Ark. f. Math., Bd. X. 
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Transformation Xj/ ein G-lied a^^r additiv hinzufügen ; dabei 
bedeuten die «fe zunächst willkürliche Constanten, welche 
erst aus den Gruppenbedingungen näher- zu bestimmen und, 
soweit dies möglich ist, durch Transformationen der jT^q 
zu specialisieren sind. 

Lassen wir endlich zu den so ermittelten Untergruppen 
noch die eingliedrige Gruppe r treten, so ist das gestellte 
Problem vollständig erledigt. 

Die G ist die lineare projective Gruppe der Ebene: 



p, <i. ^p-^ yp^ ^Q.^ yo. 



Jede ihrer Untefgruppen ist innerhalb dieser Gruppe mit 
einer der folgenden gleichberechtigt: 





I. 5-gliedrige : 


a) 


P, g, ^g, yg.^ ^p 




II. 4-gliedrige: 


a) 


p^ g, ^p. yq 






c) 


^q.^ ^p, yo.^ yp 




III. 3-gliedrige : 


a) 


^Q.^ ^i yQ^ yp 






c) 


p, q, aa^p+hyq 






e) 


^a> yPf ^p 






g) 


p^ ^f ^p+{y+^)Q. 



b) 


p, q, xq, xp yq, yp 




■ 


b) 


q, yq, xq, xp 






d) 


p, q, xq, axp-{-lyq 






b) 


qt xq, axp-\-lyq 






d) 


g, tjq, xp 






f) 


q, xq, p+yq 






h) 


q, xq, p 



i) iy p+^Q.^ ^pi-^ya 



IV. 2-gliedrige : 



a) qy xq 



b) P, q 



c) g, p-h^q 



d) xq, xp^q 



e) yq, iJop 



f) «* axp-]r'byq 
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g) xci,^Mxp-{-hjq_ h) q. p^yq 



i) «, ^p+(y-h^)q 



k) p—äa^q, aip+2yq 



V. l-gliedrig : 



a) xp-^cyp 



b) \p-\-yq 



c) \p+^q 



d) q 



e) xq 



f) ^P-f (y+^)3 



"Wir behandeln zunächst alle Untergruppen der Gy 
welche die infinitesimalen Transformationen p und q ent- 
halten. In jeder ihnen entsprechenden Untergruppe der F^ 
treten dann die infinitesimalen Transformationen p-^-yr-^a-^r 
und q — xr-\-a^ry mithin auch 

{q—xr-\ra^r, i>+^r-f «ir) = 2r, 
also r selbst auf. Die Gruppen I», P, II«', IF, IH«, III«, 
IIP, VP liefern daher nur die folgenden Typen: 

I r, p+yr, q—xr, xq, xp—yq, xp-\-yq-^2zr L 



^, P+yr, q—xr, xq, xp—yq, yp 



r, p-\-yr, q — xr, axp ■\-hyq-\-(a-\-b)jsr, xq 



r, p-\-yr, q — xr, axp-\-hyq-\-{a-\-'b)zr 



^-t P+yr, q—a^r, xp-{-{ij-\-x)q-\-22r 



^y p-\ryr, q—^^, ^q 



r, p+yr, q—xr, xp—yq, xp-^yq-{-2zr 



**» P'\~y^'i q — ^^ 



Die G selbst führt auf die F^ zurück. 

Analoges gilt auch für alle Untergruppen der 6r, die 
zwei infinitesimale Transformationen von der Form q, p — 2xq 
oder q, p+yq enthalten. Allen Untergruppen der F^, welche 
solchen Typen entsprechen, gehören bez. die infinitesimalen 
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Transformationen q—afr-\-a^r, p-\'yr—2xq'\'a^r oder q—oor 
+/«?i^j P'{-yQ.'\'iy-\-^y-{'ß^r an. Da nun 

{q—xr-{-a^r, p-\ryr—2xq-\-a^r) = 2r, 
{q—xr-^ß^r, p^-yq-\-{y'\r^)r-{'ß^r) = 2r-]-q—xr+ß^r, 
kommt auch r vor. Aus den Gruppen III^, 111», IV<^, IV^ 
ergeben sich daher nur die Typen: 



r, q—xr, xq, />-f 2^g+(t/+c)r 



^» P-^-yr — 2^0.'^ ^—^r, xp-\-2yq-\'Szr 



r, p-\-yr — 2xq, q — xr 



r, q—xr, p-hyq'\-{y-{-s)r 



Während zwischen den bis jetzt behandelten Unter- 
gruppen der G und den ihnen entsprechenden Untergruppen 
der r^ eine eindeutig umkehrbare Zuordnung ^ stattfindet, 
ist dies für alle weiteren Typen der G und F^ nicht mehr 
der Fall; wir haben von nun ah vielmehr zwischen Unter- 
gruppen, welche r als selbstständige infinitesimale Transfor- 
mation enthalten, innerhalb der F^ zu unterscheiden. Die 
Untergruppen der ersten ilrt lassen sich ohne Weiteres an- 
geben; sie lauten: 



r, q—xr, xq, xp—yq, xp-\-yg']r22r 



n xq, xp—yq, yp, xp-^yq-\-2zr 



r, xq, xp-yq, yp 



r, q — ar, xq, axp-^-hyqi^ 



r, q—xr, xp—yq, xp-{-yq'\- 2zr 



r, xq, xp-yq, xpi-yq+20r 



r, q — a?r, xq 



r, xq, xp-\-q-\-{z—x)r 



r, xp — yqy xp-{-yq'\-2zr ? r, q—xr, axp-\-byq-\-{a-\-b)zr 
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r, xq, axp'\''byq-\-[a-{-h)zr 



r, q—o$r, ap-^{y+cc)q-^2zr 



r, p-^-xq-^yr, xp'\-2yq'\'3zr , r, xp-\-cyq-\-{l-{'C)zr 



^1 p+m+iy'{-^> 



r, P']rxq+yr 



r, q—xr 



r, xq 



r, ajp+(t/+a^)g4-^^r 



Es bleiben hiernach nur die Untergruppen der zweiten 
Art übrig. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit denjenigen Unter- 
gruppen der 6r, in denen die eingliedrige Gruppe xp-\-yq 
enthalten ist. Die. aus ihnen sich ergebenden G-ruppen der 
T^ enthalten dann die infinitesimale Transformation xp-\-yq 
'\'2zr-\-ar. Hier kann zunächst das Glied ar mit Hülfe der 
Transformation (Tj) zum Verschwinden gebracht werden. 
Wir wissen ferner, dass die infinitesimalen Transformationen 
■der r^\ . 

^» p-\ryr^ Q—^r> m^ ^p—m, yp 

Ibei der Combination mit xp-{'yq\'2zr mit einem constanten 
Faktor reproduciert werden, und dass derselbe nur für r 
•den Wert 2 besitzt. Bedeutet daher Xf irgend eine der 
infinitesimalen Transformationen 

q—xr, p+yr, xq, xp—yq, yp, 
•80 ist: 

(X/4-ar, xp-]-yq-\-2zr) = j,iXf-^2ar = ti{Xf^ar\ 
also iJia = 2a, und es ist daher, da ii von 2 versctieden ist, 
4x = 0, Die hierher gehörigen Gruppen II*», II®, IIP, III«, 
IV® liefern daher die folgenden Untergruppentypen der F^ : 



q—xr, xq, xp—yq, xp-\-yq-{-2zr 



xq, xp—yq, yp, xp^yq-{-2zr 



q—xr, xp—yq, xp-\-yq-\-2zr 



^Ö'. ^P—y^* Oßp-\-yq-\-2zr 



/ 
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^p—yo^* ^p-\-yQ+3^r 



In ganz analoger Weise entspringen aus den Gruppe» 
IVd, IV\ IVk, V^ V» die Typen: 



aq, ap-^q+i^—wyr 



q — ar, a:p-]-(y-\-af)q-\-J2£(r 



p + a:q-\-yr, ap+^yq-^-S^r 



p+yq+(y+^)r 



^p+iy+^ki-^^i" 



Aus III* ferner folgt, wie man durch Bildung der 
Klammerausdrücke leicht beweist; die Gruppe : 



jyg, xp—yq, yp 



Den Typen p — 2xq und q entsprechen zunächst inner- 
halb der r^ die Gruppen p — 2xq-\-yr-\-ar, bez. q — xr-^ar^ 
In beiden .Fällen läset sich aber rait Hülfe der Transfor- 
mationen (Tg) bez. (Tg) das Glied ar zum Verschwinden, 
bringen und es ergeben sich die Typen: 



p-\-xq-^yr\. 



q—xr 



Durch IV* und V^ sind ferner die Gruppen bestimmt: 

q — xr-^-ar^ xq-^aW bez xq-^ßr. 

In q — xr-\ar schaffen wir vermittelst der TransformatioD 

(Tj) das Glied af fort; hierdurch erhält die erste dieser 

Gruppen die Form: ^ 

q — ar, xq-\-ßr, 

Ist /? = (?, so finden wir den Typus 



q—xr, xq 



ist dagegen ß von Null verschieden, so wenden wir die- 
Transformation (T5) an und machen fi==^ — 1; so erhalten 
wir den weiteren Typus: 



q — xr, xq- 



Dieselbe Unterscheidung zwischen ß = und ß = — 1 wen- 
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den wir auch auf die Gruppe xq-\-ßr an und bekommen die 
Typen: 



xq 



wq — r 



Wir gehen endlich zur Discussion der F&lle III*», IV^ 
IV«f und V* über. Im ersten Falle hat die entsprechende 
Untergruppe der F^ die Form: 

q—xr-\-a^r^ xq-\-a^r, axp-\-lyq-{-[a-\-h)er-\-a^r. 
Ihre infinitesimalen Transformationen seien der Reihe nach 
mit Xj/; X^f, Xg/" bezeichnet. 

Es sei zunächst a-\-h verschieden von Null. Dann ge- 
stattet die Transformation (T^) das Glied a^r zum Ver- 
schwinden zu bringen, und die Combination von X^f mit 
X-^f und X^f ergiebt : 

(X^Xg) = 6(g_a?r)+a,(a4-6)r = hXJ+aa^r, 
(X.Xg) = (6~a)a?g+a2(a+fe)r = [l-a)X^f-^2aa^r, 
Ist daher a von Null verschieden, so wird a^=a^ = (?, 
und wir finden den Typus: 

(AT 



q — a?r, xq, axp-Yhyq-\-{a-\'h)zr 



Ist a=0, so wird X^f^yp-^zr. Mit Hülfe der Transfor- 
mation (T^\ welche die Form von X^f unverändert lässt, 
machen wir dann ay^ = 0. Hierbei gewinnt X^f die Gestalt 
xq-^-ßr. Je nachdem nun ß Null oder von Null verschieden 
ist — im letzten Falle können wir erreichen, dass ß = — 1 
wird — , erhalten wir die Typen: 



q—xr, xq, yp+zr 



q — xr^ xq—r, yp-\-zr 



Den ersten Typus vereinigen wir mit dem unter (A) ge- 
fundenen, indem wir a nachträglich auch den Wert frei- 
lassen. 

Ist a+6 = ö, also X^f^ xp — yq-\-oc2r, so wird 
(Xj Xa) = —q+xr, (X.^ Xg) = —äxq, 
mithin a, ==«2 = 0. Wenn dann «g von Null verschieden 
ist, so machen wir diese Constante vermittelst der Transr 
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-format.ün {T^) gleich — 1 und finden die Gruppe: 



q — Ä?r, ajg, ap — yq—r 



Der Fall, dass a^ = ist, ist wiederum in dem obigen all- 
gemeinen Typus (A) enthalten, sobald wir a und b keiner 
Beschränkung, mehr unterwerfen. 

Eine ganz ähnliche Discussion ergiebt für die Gruppen 
IVf, IV« und V* die Typen: 



xq — r, yp-\-^r ? xq, a(ßp'{-hyq-\-{a'\-h)zr 



xq, xp—yq 



q — Ä?r, xp — yq —r 



q — xr, axp-\-hyq-{'(a'{-h)zr 



oi^p-^q—r 



xp-l-cyq-^il -\'C)zr 



§5- 

Im Folgenden werden die gefundenen Untergruppen der 
6r7, ihrer Gliederzahl nach geordnet, tabellarisch zusammen- 
gestellt, und zwar sofort in der Weise, wie es für die spä- 
tere Discussion dieser Gruppen zweckmässig erscheint. Dabei 
soll immer für g — \ayy zur Abkürzung Z gesetzt werden. 

7-gliedrig : 



1) 1, X, y, x^, xy. y,^ Z 



6-gliedrig: 



2) 


1, x,-y, »*, xy, y"^ 




H 


4) 


1, a?a, ity, y*, Z , 






6) 


1, X, y, xy, Z . 






8) 


i, X, a?», xy, Z < 



5-gliedrig: 



3) 


1, X, y, x^, xy, Z 


• 
• 






5) 


1, X, y, X*, xy 


» 








7) 


1, X, y, x\ Z 


9 








9) 


1, X, y. aj», s 


? 



10) i, X, y, a?2, Z-\'axy 
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4-gliedrig: 



11) a?^ ^, y^ Z , 12) i, Ä?2, xy, Z , 13) 1. x\ xy. y^ 



14) i, a?, 2^, Z 



15) ^, x^ üßy Z <x)\x, a?2, rry, Z 



16) i, üß, y, z 



17) 1, X, a?«, ZI c« i, J?, ^2, -a?2^ 



18) 1, a?, y, ^« , 19) :Z, a?, Ä?^ £? , 20) hx^as^+y^Sz—xy 



21) :Z,a?,2^, Z+flra?y , 22) l.oß.y, xy , 23) 1. x, a?2, Z+aa?t/l, 



24) i, a?, y, ^Z-a?'2 



25) :/, ^, ^*, ^— «^ 



3'gliedrig: 



26) a?^ a;y, y« 



27) \l,xy,Z <>o\x'^,xy,Z 



28) :?, a?^ Z c« :Z, j?«, rr^^ 



29) X «S-8^c« «?,«'+:?, ^S 



30) Jf, a?«, Z+^j?y 



31) i, Ä?, Z!cv> rc, ^', a?i/ 



32) i, «, y^ 



33) X, xy, Z 



34) 1^, a?2, ZUjf, a?, 



^ 



36) 1, X, x^ 



35) 


1, Xy Z CK> X^ X*^ ^ Z 




^ 


37) 


i, a?, a?2+jf , 



38) i, a?*-|-y, 5;gr— a?2^, 39) l^x, Z'\-axy 00 x.x'^.Z^-axy 



40) i,«,^Z— a:« (x,|j?,a?3,#y-(-i, 41) 1, x, z—y 



42) :/,«?*, z—xy—'Qx 



2-gliedrig: 



43) 


«y-, Z , 






45) 


X, W^ CO ly W > 






47) 


i, a)*+y . 






49) 


1, Z 00 «', «y 



44) 


«*, z CO 1, xy t 






46) 


1, W^ CO «, a!*-\-l 






48) 


X, z—wy > 






50) 


1, Z «5 X^ 1 z > 
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51) 


X, z <x> x^-\-l, s 1 52) l,Z-\-aaty <s> a>», Z^axy , 








53) 


1, 2Z—a>^ <s> <r«, afy-\-l .54) a, Z <x, 


x, ajy , 








55) 


aj^+y, Sa — «y . 56) «, Z-\-aa!y i 








57) 


w, 2Z — ar* «j se, aiy-\-l . 58) 1, z — y 


<x) x^,z — ayy — 2x . 




1-gliedrig : 




59) 


1 <x, a^ , 60) <r CO x^'-\-l , 


61) Z CO xy ^ 




• 




62) 


z , 63) oc'^^-y » 


64) ^+a^y » 








65) 


2Z—x'^ CO ^y-J-:Z > 


66) ^— y • 



Cap. 3. 
Oiscussion der gefundenen Untergruppen der 61^7. 

Da bisher zur Reduction auf die vorstehenden cano- 
nischen Formen nur solche Transformationen angewendet 
wurden, die der G^ angehören, so ist in den §§ 10 und 11 
factisch die Aufgabe gelöst worden, überhaupt alle Typen 
von Untergruppen der G^ zu bestimmen, während es sich 
für uns darum handelte, alle Untergruppen der G^q auf- 
zusuchen, welche zugleich Untergruppen der 6?^ sind. Es 
bedarf daher noch einer besonderen Untersuchung, um zu 
ermitteln, ob unter den oben gefundenen Typen von Unter- 
gruppen der G^ es solche giebt, die durch irgend welche 
Transformationen der G^q in einander übergeführt werden 
können, und um alle Typen aufzustellen, die innerhalb der 
6rio nicht gleichberechtigt sind. 

Diese Untersuchung wird im Folgenden in der Weise 
geführt, dass jede dieser Untergruppen durch die bei ihr in- 
variant bleibende Punktfigur oder, wenn dies nicht ausreicht, 
durch gewisse Differentialinvarianten characterisiert wird. 
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Am durchsichtigsten gestaltet sich die geometrische 
Deutung für die Untergruppen der F^q des linearen Com- 
plexes. Es ist dabei vorteilhaft, sich der schon im § 2 
eingeführten homogenen Punktcoordinaten x^a^x^x^ zu be- 
dienen, damit auch die unendlich fernen Gebilde, die gegen- 
über der r^Q nichts Ausgezeichnetes mehr vor den im End- 
lichen gelegenen besitzen, in einfacher Weise der Betrach- 
tung zugänglich gemacht werden. 

• §6. 

In der Tabelle § 5 sind bereits diejenigen Untergruppen 
der Grj, welche innerhalb der (r^o gleichberechtigt sind, 
unter einer Nummer zusammengefasst worden. Überall ist 
■es, wenn man die entsprechende Untergruppe der jTjq ins 
Auge fasst, die Transformation \Tq), die die Überführung 
leistet; nur bei den Gruppen (29), (46), (51) und (60) leistet 
•dies die Transformation (T^) in Verbindung mit [T^Y), 

Indem nun die übrig bleibenden Untergruppen, ihrer 
•Gliederzahl nach, besprochen werden, wird sich zeigen, dass 
«s unmöglich ist, unter diesen irgend zwei Typen ausfindig 
ÄU machen, die innerhalb der F^^ gleichberechtigt sind. 

Die r^ : 



(1) 






ist dadurch characterisiert, dass sie den Punkt w^ = 0, 
^.^ = (?, x^ = Oy mithin auch die ihm von Complex zuge- 
ordnete Ebene w^ = ö, stehen lässt. Gleichzeitig bleibt 
natürlich das ebene Büschel von Complexgeraden 



') Geht man nur darauf aus, festzustellen, welche von den gefundenen 
Untergruppen innerhalb der F^q gleichberechtigt sind, so lässt sich 
die Untersuchung mit Hülfe 'einer Bemerkung des Herrn Prof. Lie 
beträchtlich vereinfachen. £s können nämlich nur solche Unter- 
gruppen der r, innerhalb der F^q gleichberechtigt sein, die min- 
destens 2 Punkte stehen lassen. 
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invariant, sowie die Schier von co^ Nichtcomplexgeraden 
durch jenen Punkt 

Wy-{-ax^ = 0, w^-\-bx^ = 0, 
wo a und b nur endliche Werte besitzen. Hieraus folgte 
dass die jT^ iraprimitiv ist; es gilt dies daher auch von allen, 
ihren Untergruppen. 
Die Gruppe 



(2) 



^2Pn ^iPl—^^P^^.^lP'i 



ist nur dadurch vor der F^ ausgezeichnet, dass sie, in 
Cartesischen Coordinaten geschrieben, den Pf affschen Ausdruck 

(A) / dz-{-ydx — xdy 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, alle Volumina de» 
Raumes invariant lässt. 

Hält man ferner unter den Complexgeraden des invari- 
anten Büschels in a?4 = ö eine, etwa a?i = 0, x^ = fest, 
so gelangt man von der P^ aus zu dem zweiten Typus der 
sechsgliedrigen Gruppen: 



(3) 



^42^3» ^4P2—^lP3* ^4Pl+^2P3 



Die Punkte der invarianten Geraden, mithin auch die Ebe- 
nen a?, — ax^=0, welche diese Gerade umhüllen, werden 
Von der Gruppe zweigliedrig unter sich transformiert. 

Damit ist nachgewiesen, dass die sechsgliedrigen Grup- 
pen ^2) und (3) wesentlich verschiedene Typen inuerhalb der 
Pio darstellen. 

Wir kommen zu den fünfgliedrigen Untergruppen der F^. 
, Halten wir zunächst in der Schar von cx)* Nichtcom- 
plexgeraden, die bei der F^ invariant bleibt, eine Gerade,, 
etwa fl^i = 0^ a?.^ = fest, so ergiebt sich die Gruppe: 



(4) «?4P8» «^1^2^ ^iPi—^iPi^ ^«i>i» ^sPb^^aPa 
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Mit Wi = 0^ ai^ = bleibt zugleich die reciproke Polare 
a?3 = 0, x^=^0 und die durch a?i = ö, ajj = ö und a?3 = 0, 
a?4 = ö bestimmte lineare Congruenz invariant. 

Alle übrigen fünfgliedrigen Untergruppen der F^ unter- 
scheiden sich von (4) dadurch, dass sie keine Nichtcomplex- 
gerade in Ruhe lassen. Sie alle sind Untergruppon der 
sechsgliedrigen Gruppe (3) und führen daher, wie die letztere, 
die Complexgerade a?i = (?, a?^ = ö in sich selbst über. 

Unter diesen ist nun zunächst die Gruppe 



(5) Xj^p^, (Xi^'P^—(^^V^* ^^V\-\ «^«/>8» ^1^2» /«^iPi— ^aPa 



dadurch cliaracterisiert, dass sie alle Volumina des Räumest 
xyz unverändert lässt. 

Hält man ferner in dem der Ebene x^ = zugeordneten 
Büschel von Complexgeraden ausser aff^ = 0, x^ = noch- 
die weitere x^ = 0, o)^ =^ fest, so folgt aus (3) der Typus : 



(6) 'ä?4P3» ^4^2— ^l2^3> ^4/^1+^2^8' X^p ^—X^p^, X^p^—X^p^ 



Durch die Gruppe: 



(7) x^p^, x^p^—x^Pq, x^Pi-\rx^Ps» x,p^, (x^p^—x^p^^ 



werden zwar ebenfalls die Complexgeraden jenes Büschels 
eingliedrig transformiert, doch zum Unterscheid von (6) in 
der Weise, dass zwei in ar^ = 0, ar^ = ö. zusammenfallende 
Strahlen invariant bleiben. 

Zu weiteren Untergruppen gelangt man, wenn man die 
Forderung stellt, dass die Complexgeraden der Ebene x^ = 
zweigliedrig, die Punkte der invarianten Complexgeraden 
oTj = (?, x^ = eingliedrig transformiert werden sollen. Je 
nachdem dann auf der Geraden zwei getreiinte Punkte 
x^ = ö, X2 = Oy x^ = und Xi = ö, Xq = 0^ x^ = oder 
zwei in x^ = (?, rr^ = ö, x^ = zusammenfallende Punkte- 
stehen bleiben, ergiebt sich die Gruppe 



(8) x^Pq, x^p^—x^p^, x^p^, x^p^—x^p^, x^p^—x^p^ 
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bez. 



(9) 






Die Gruppe 



(10) 






•endlich besitzt die characteristische Eigenschaft, alle Trans- 
formationen der FiQ zu umfassen, welche die Function 

der Coordinaten zweiter beliebiger Raumpunkte xt/0, ^iVx^i 
oder der DiiFereiitialausdruck : 

(di3-\-ydx — xdy)^-^^ 



(B) 
gestattet. . 



dx^ 



Wir gehen zu den viergliedrigen Untergruppen ; der 
LTy über. 

Die Typen (11), (12), (13) zunächst sind Untergruppen 
der fünfgliedrigen (4) und lassen daher ebenso wie diese 
die durch die reciproken Polaren x^ = 0, x.^ = und Xq = 0, 
x^ = bestimmte lineare Congruenz invariant. Unter ein- 
ander sind dieselben in folgender Weise unterschieden: 
Während die Gruppe 



(12) 



X^Pqj XiP2t X^Pi X.^P^t XqPq x^p^ 



auf jeder Directrix der Cougruenz einen Punkt stehen lässt, 
transformieren die beiden anderen die Punkte von Wq = 0, 
x^ = dreigliedrig, die von Xi = 0, X2 = aber eingliedrig, 
und zwar bleiben bei der Gruppe 



(11) 



XiP^t XiPi X^P^'t X2P1', XqP^ ^4i^4 



Äuf der letzteren Geraden zwei getrennte Punkte x^ = 0, 
x^ = Oj x^ = und Xi = 0, a?2 = 0, Xq = ö, bei der Gruppe 



N 
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<13) 



^41^8» ^2Pv ^li^i— ^«i>a» ^iPi 



eis doppelt zfthlender Punkt rr^ = (?, X2 = 0, x^=0 in Ruhe. 

Damit sind alle viergliedrigeii Untergruppen erschöpft, 
welche eine Nichtcomplexgerade invariant lassen. 

Verlangt man, dass alle Complexgeraden der Ebene 
x^ = in Ruhe bleiben sollen, so gelangt man • zu dem 
Typus: 

(14) 



\ 



^4^8^ ^aP^—^iP^* ^4Pl+Ä^2i>8» ^8^8— ^4^4 



Sollen 'zwei getrennte Complexgerade dieser Schar sich 
invariant verhalten, so kann noch die weitere Forderung 
gestellt werden, dass auf einer der invarianten Geraden, 
etwa auf rr^ = ö, x^ = die Punkte eingliedrig transfor- 
formiert werden. Dies kann auf zweifache Weise geschehen, 
indem nämlich zwei getrennte oder zwei zusammenfallende 
Punkte ihre Lage bewehren; dem ersten Falle entspricht 
der Typus: ^ 

(15) X^p^, ^4^2— ^li^3» ^iPl— ^2^21 ^3^8— ^4^4 



-dem zweiten Falle der Typus: 



(16) OC^Pb,X^P.,-X^P^. ^4l>l+^2l>8^^ll>l-^2/>2— ^8^8— ^4^4 



Die Gruppe (15) hat ausserdem die ihr eigenthümliche 
Beschaffenheit, die Schar von Flächen zweiten Grades 

nf-^xy = ernst. 
invariant zu lassen. 

Ganz in derselben Weise ergeben sich, wenn man in 
^4 = ö zwei in rr^ = 6>, x^ = zusammenfallende Complex- 
gerade lyid auf dieäer entweder zwei discrete oder einen 
■doppeltzählenden Punkt festhält, die Gruppen: 

<17) 



^aPs* ^aP2 ^lP8» ^\P^> ^sPn ^^4^4 



"\ 



bez. 



(18) 



«4P8. a^*Pi— «iPs« «^Pi+a^aJPs. a^iP« 



44 



\ 



\ 



Emil Knothe. 



Die Möglichkeit endlich, dass die Compl exgeraden des 
Büschels in Xj^=^0 zweigliedrig transformiert werden, aber 
alle Punkte der invarianten Complexgeraden x{ = ö, x^ = O" 
stehen bleiben, liefert den Typus: 



(19) OCJ^^, 0C^P2—^iPsy ^lP2^ a^lPl ^^2^2— ^3^8 4-^4^4 



Gleichzeitig lässt dieselbe alle Ebenen x = con8t invariant^ 
ist also intransitiv. 
Die Gruppe 



(20) 



^4^8» ^4l>«— ^1^8» ^4Pl+^lPt+^2P3^ 
3{^^P3—^4Pa)—^iPi-\-^2P2 



ferner ist innerhalb der F^q dadurch definiert, dass sie die 
Schaa? von Flächen zweiten Grades 



X. 



oder in Cartesischen Coordinaten geschrieben: 

x*^ — ^y = const. 
in Ruhe lässt. 
Die Gruppe > 



(22) 



^4/>3» ^4^2— ^li>8^ ^aPi^T^^Pz^ ^iPl—^iP'i 



besitzt dieselbe invariante Punktfigur, wie die fünfgliedrige 
(6), von der sie Untergruppe ist; sie ist vor der fünfglied- 
rigen nur dadurch ausgezeichnet, dass bei ihr alle Volumina 
des Raumes invariant bleiben. 

Aus der fünfgliedrigen Gruppe (10) gehen weiterhin die 
Typen 



(21) 



^4P8» ^4^4—^1/^81 ^APl-i-^iPs-^ 

^('^lPl—^2P^)-\-^sPs—^4P4: 



bez. 



(23) X^Psy X^p^—XyP^, X^P2, Ot(XiPi—X2P2)+XQPQ—X^p^ 



hervor, indem man ausser der bereits bei jener invarianten 
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Complexgeraden x^ = 0^ x^ = und dem auf ihr liegenden 
festen Punkt x^ = ö, X2 = 0, x^ = entweder noch die 
CJomplexgerade rr^ = ö, x^ = oder auf Xi=^0^ x^= noch 
den Schnittpunkt mit der Ebene Xq = festlegt. Zu dem 
•ersten dieser Typen ist zu bemerken, dass zwei Gruppen, 
in denen a entgegengesetzt gleiche Werte besitzt, vermittelst 
der Transformation (Tg) in einander übergeführt werden 
können, also bereits innerhalb der F^ gleichberechtigt sind. 
Die Gruppe 



(24) X^Ps, X^P2—X^p^, a?4Pl+^2P3> ^iPa+^sPs— ^4^4 



ferner besitzt die innerhalb der F^q nur ihr zukommende 
Eigenschaft, dass bei allen ihren Transfojrmationen die 
Function 

yi—y 
{x^-x)e ^^-^ 

der Coordinaten zweiter variabler Punkte xyz{ x^y-^z^ oder 
der Differentialausdruck 

sich invariant verhält. Die Punktfigur, welche sie stehen 
lässt, ist dieselbe wie für die fünfgliedrige Gruppe (T); sie 
besteht aus zwei in 0)^ = 0^ x^ = zusammenfallenden 
Complexgeraden des der Ebene x^=0 zugeordneten Büschels. 
In ähnlicher Weise kann die Gruppe: 



<25) 



•^42^31 *^4>P% *^lPsy *^lP2^ 
(X^—^X^)p^—X2P2—(Xs+^X.^)P8+SC^P4, 



als Gruppe aller Transformationen der Fj q gedeutet werden, 

bei welcher die Function — ' ^^ — — — oder der Diffe- 

&^ 

rentialausdruck — ^^ invariant bleibt. Ganz so 

wie die Gruppe (9) lässt sie die Complexgerade a?^ = ö, 
x^ =^ und auf ihr doppeltzählend den Punkt x^ = ö, 
-X2 = 0^ x^^=0 inRuhe. 
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Damit ist das gestellte Problem auch für die vier- 
gliedrigen Untergruppen der F^ erledigt. 

Unter den dreigliedrigen Untergruppen der F^ wollen 
wir von Anfang an zwei Gattungen unterscheiden, je nach- 
dem eine Nichtcomplexg^rade invariant bleibt oder nicht. 

Wir untersuchen zunächst die der ersten Gattung. 

Hier ist in erster Linie die Gruppe 



(26) a?iP2> ^i?>i— ^a/^2' ^iPi 



dadurch characterisiert, dass sie alle Punkte der Nichtcom-^ 
plexgeraden x^ = 0^ 0^2 = 0, aber keinen auf ihrer reciprokeui 
Polaren x^=^ 0^ x^= stehen lässt. Sie transformiert; 
jeden Punkt des Raumes xyz auf einer bestimmten Ebene- 
= const., ist also intransitiv. 

Alle anderen Typen von der verlangten Beschaffenheit 
sind als Untergruppen in der viergliedrigen (12) enthalten 
und lassen daher sämmtlich auf jeder der Nichtcomplex- 
geraden 0?^ = ö, a?2 = ö und iPg = ö, x^ = einen einzelnen 
Punkt, nämlich »r^ = 0, x^=0, x^^= und o^i = 0, a?g = ö, 
x^ = in Ruhe. Jede dieser Gruppen hat aber noch eine-, 
besondere Eigenthümlichkeit. Während bei der Gruppe 



(27) X^p^, ^il>l— ^2P2» ^aPs— ^4^4 



zwei getrennte Punkte der Geraden ^3 = 0, x^=^0 fest 
bleiben, nämlich a}^ = WQ = a^ = und a?2 =a?3 = a?4 = 0^ 
fallen bei der Gruppe 



(28) a?4i?3, X^p.^, ^3P9—^4P4. 



diese beiden invarianten Punkte in den einen ä?! = (?, XQ = Oy. 
x^ = zusammen. ' 

Die viergliedrigen Gruppe (12) lässt auch die Complex- 
gerade x^ =0, x^ = 0, die Verbindungslinie der bei ihr in- 
varianten Punkte, stehen. Verlangt man nun, dass auf 
dieser Geraden alle Punkte ihrer Lage beibehalten sollen^ 
so findet man die offenbar intransitive Gruppe: 
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(29) 



^4tVzy ^iPi't ^iPl ^*2P2 ^9Ps\^bP4 



Die Gruppe 

(30) 



^4^3^ ^lP2* ^{^lPl—^2P2)+^3P3—^^^P4. 



endlich umfasst alle Transformationen jener viergliedrigei» 

(12), welche den Differential ausdruck (B) invariant lassen. 

Bei allen übrigen dreigliedrigen Gruppen bleibt keine- 

r 

Gerade in Ruhe, die dem Coraplex nicht angehört. 

Befinden sich zunächst alle cx)^ Oomplexgeraden der 
Ebene w^ = in Ruhe, so können wir noch auf einer dieser 
Geraden, etwa auf Xi = Oy x^ = 0, eine» Punkt festhalten.. 
Je nachdem nun dieser von a;^ = ö, jr^ = ö, x^= getrennt 
— in Xi = 0, Xq = 0, ^4^=0 — liegt oder mit x^ = 0^. 
a?3 = 6>, x^ = zusammenfällt, ergiebt sich der Typus: 

(31) 



^4^8* ^4^2—^11^3^ ^3?>8— ^4i>4 



bez. 



(32) 



'^4i^B> ^-kP^ ^iPsi ^^Pll ^iPs 



Es mögen jetzt nun zwei discrete Complexgeraden in- 
^4 = ö> etwa a?! = 0, x^ = in Ruhe bleiben. Hält man 
dann gleichzeitig alle Punkte der einen von diesen Geraden^ 
a?i = ö, x^ = fest, 80 hat die Gruppe die Form: 



(35) a?^P3» ^41^2—^1^3» ^iPl— '^2^2— ^8P3 + ^4l'4 



Ist ausser jenen Geraden noch eine dritte Complexgerade^ 
die nicht in x^ = verläuft, fest, etwa Xi = 0, a?3 = 0, sa 
hat man den Typus: 



(33) 



^41^2—^1^31 ^l/>l— ^2^2' ^hPq—^4P4. 



dieser besitzt die ausgezeichnete Eigenschaft, die Fläche- 
zweiten Grades 

1 2 ~t~ 3 4 "~~ 

invariant zu lassen, zu deren Erzeugenden die drei Complex- 
geraden gehören. 
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Sind ferner zwei in rcj == ö, a;^ = ö zusammenfallende 
-Complexgeraden der Ebene x^^^O fest, so gelangt man durch 
ein ähnliches Verfahren zu den Gruppen: 



(36) 



^aP%^ ^^Pi—^iPQ^ '^yPi 



und 



(34) . 



0C^P2—^\P^yJ^\P2^ ^sPa— ^4JP4 



-die erstere Uast alle Punkte der Geraden x^ = ö, W'^ = 
stehen, ist also intransitiv, während die letztere ausser 
Xi = 0, x^^^=^0 noch die weitere Complexgerade x^ =^ 0, 
a?3 = (> invariant lässt. 
Die beiden Gruppen 



(38) X^p^, ^4Pl+^lP.2+^2i^3» ^[^ZP^—^4.P4)—^\P\+^2P% 



und 



(37) 



x^p^. X^P^—XjPs, X^Py^+W^p,^-\-XoPQ 



haben die gemeinsame Eigenschaft, die Schar von Flächen 

zweiten Grades: 

X ^ '~~3x X 

-^ —^—^ = const. = a 

xi' 

oder, in Cartesischen Coordination xyz geschrieben, a;* — 2y^=^a 
invariant zu lassen. Während aber die Gruppe (38) die 
Fläche x^—2y^= dieser Schar in sich überführt, bleibt bei 
•der Gruppe (37) keine Fläche derselben in Euhe (— natür- 
lich abgesehen von der bei beiden Gruppen invarianten 
ausgearteten Fläche Xj^^=0 der Schar). Ausserdem unter- 
scheiden sich beide Gruppen noch darin, dass (38) die Com- 
plexgeraden der Ebene x^=^0 zweigliedrig, (37) dieselben 
eingliedrig transformiert. 

Indem man ferner aus den Transformationen der Gruppe 
(23) alle diejenigen aussondert, die auch die Complexgerade 
x^ = 0, x^ = in Ruhe lassen, gelangt man zu dem Typus: 



(39) X^Pq, ^4^2— ^li>3> ^{^iPi—^2P2)+^bP8—^4.P4: 
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Aus den viergliedrigen (24) geht die Gruppe 



«(40) x^Pq, ^^P2—^iPs^ ^iP2+^bPs—^^P4 



"hervor, wenn man fordert, dass auf der invarianten Ge- 
raden Xi = 0, af^ = noch der weitere Punkt a^ = 0, Xq = 0, 



^^== Ö fest bleiben soll. 



In ähnlicher Weise lässt sich die Gruppe 



(41) a?^2?3> ^^Pi-^lPs^ ('^^4-^l)»l+^2P2+('^^2+^3)P8-^4?>4 



.aus dem viergliedrigen Typus (25) ableiten, indem man 
•ausser x^ = 0, x^ = noch die Complexgerade x^ = 0^ 
,x^ = festhält. 

Für die Gruppe 



<42) x^p^, x^p^, x^p^—{x^—2.v^p^-\-<z—^x^p^—x^V^ 



endlich ist die bei ihr invariante Function 

z 1 —z — {x 1 — x)\x) 

X 

K)der die Differentialinvariante 

dz—lix)dx 



X 

characteristisch. Die invariante Punktfigur besteht aus der 
•Geraden x^=0^ x^=^0 mit zwei ihrer Punkte: äJj = ö, 
•x^ = 0, x^ = und Xi = Of Xq = 0, x^ = 0, 

Unter den zweigliedrigen Untergruppen der F^ sind 
von vorn herein zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
•die Transformationen derselben vertauschbar sind oder nicht. 

Wir behandeln zunächst den ersten Fall, zu dem die 
öruppen (43)— (48) zu zählen sind. 

JEier ist in erstel* Linie die Gruppe 



(43) x^p^—x^,^, ^zPz'-^a.Va, 



dadurch ausgezeichnet, dass sie alle Ecken, mithin auch alle 

Kanten und Ebenen des Coordiuatentetraedera invariant 

4 
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lässt. Jeder Punkt des Raumes xyz wird bei allen ihre» 
Transformationen auf einer bestimmten Tläche der Schar 

— = const, 
z 

fortgeführt. 

Rückt der eine der auf der Nichtcomplexgeraden x^ = 0^ 
a?2 = ö invarianten Punkte x^ = 0, x.^ = 0, x^^^ mit dem 
anderen x^ = ö, X2 = 0, a^ = zusammen, so ergiebt sich 
der Typus: 



(44) a?4i)3, x,p^—x^p^ 



bei welchem jeder hyperbolische Cylinder 

ay = const. 
in sich übergeführt wird. 
Die Gruppe 



(46) x^p^. x^p^ 



endlich lässt auf den reciproken Polaren Xi = 0, a?2 = (> 
und Xq = 0, x^^=^ je einen doppeltzählenden Punkt, auf 
deren Verbindungslinie x-^ = 0, x^ = aber alle Punkte 
stehen, so dass jeder Punkt xyz des Raumes auf einer be- 
stimmten Ebene x=^ const. transformiert wird. 

Von den bisher besprochenen unterscheiden sich die 
Gruppen (45), (47) und (48) wesentlich dadurch, dass sie 
keine Nichtcompl exgerade in Ruhe lassen. * 

Bei der Gruppe 



(45) x^p^, x^p^—x^p^ 



zunächst bleiben sämtliche Complexgerade der Ebene a?4 = (? 
und auf einer derselben, auf x-^ = ö, x^ = ö, alle Punkte 
invariant; die invarianten Flächen sind also die Ebenen 
X = const. Anders die Gruppe 



-(47) X^p^, ^4Pi+«ll?2+^2P3 



sie lässt in x^ = nur die doppelt zählende Gerade Xi==Oy 
x^ = und auf ihr den doppelt zählenden Punkt Xi = Oj 
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a?2 = 0, x^ = stehen und führt jeden Punkt xyz des Rau- 
mes auf einer der Flächen 

2y — rr^ = const. 
fort. Bei den Transformationen der Gruppe 



(48) ^4^2— ^i?^3> a^i^i— aJaPa+rrgPg— ^r^p^ 



endlich bleiben die drei Complexgeraden a?i = 0, x^=^ 0] 
Xi = 0, Xq = und X2 = 0^ x^ = in Ruhe, sowie jede 
der Flächen zweiten Grades: 

^ = const, 

X 

Alle übrigen zweigliedrigen Gruppen bestehen aus nicht 
vertauschbaren Transformationen. Unter ihnen fassen wir 
zunächst wieder diejenigen ins Auge, welche Nichtcomplex- 
gerade invariant lassen. 

Die Gruppe 



(49) rriPa, x^p^—oß^p^ 



führt jeden Punkt der Nichtcomplexgeraden a?i = 0, x^^=0 
und ausserdem den auf ihrer reciproken Polaren x^ = ö, 
x^ = gelegenen Punkt x-^ = 0, x^ = 0, af^ = in sich 
über. Die invarianten Flächen sind bei ihr die Ebenen 
a = consL Nicht so die Gruppe: 



(50) a^^Ps, ^iPi—^2P2—^3Pz+^4.P4, 



bei ihr bleiben alle Punkte der Complexgeraden a?i = 0, 
x^ = und ausserdem auf Xq = 0, oß^ = noch der Punkt 
^2 ^» Xq = Oy x^ = fest. Jeder Punkt xy^sf des Raumes 
bewegt sich also auf einer bestimmten Ebene x = consL 
Alle Ebenen dieser Schar gestatten auch die Gruppe: 



(51) X^Pi—^lPQ^ ^lPl—^2P2—^3Ps+^4P4 



Doch liegt ein wesentlicher Unterschied zwischen ihr und 
dem eben betrachteten Typus darin, dass sie die Fläche 

zweiten Grades ^ 

Xiaf^-\-XQX^ = 
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invariant lässt und auf ihr alle Erzeugenden der einen 
Schar 

Die Gruppe 



(52) x^p^, ot[x^p^—x^p^)-\rX^p^'-'X^p^ 



transformiert jeden Punkt xyz des Raumes auf einer be- 
stimmten Fläche 

— — = const, 
x^ 

Dabei sind, wie immer, die Werte und — 1 für a aus- 
geschlossen. Auch der Fall a = l ist schon erledigt; denn 
die diesem Fall entsprechende Gruppe ist mit dem Typus 
(50) gleichberechtigt; man erkennt dies sofort, wenn man 
auf sie die Transformation (Tg) ausführt. 
Die Gruppe 



(53) x^p^, x^p^+x^p^—x^p^ 



endlich besitzt die characteristische Eigenschaft, jede der 
transcendenten Flächen 

y 

invariant zu lassen. Auf der Geraden x^ = 0, x^^= lässt 
sie einen einzelnen Punkt x^ = 0^ ^2 ==" ^' ^4 = ^» ^^^ der 
reciproken Polaren Xq = 0^ x^= den doppeltzählenden 
Punkt Xi = 0, Xq = 0, x^ = in Ruhe. 

Wir kommen schliesslich zu denjenigen zweigliedrigen 
Gruppen mit nicht vertauschbaren Transformationen, welche 
keine Nichtcomplexgerade in Ruhe lassen. 

Bei der Gruppe 



(54) x^p^—x^p^, x^p^—x^p^ 



zunächst bleibt jede Complexgerade der Ebene Xi = und 
ausserdem die weitere x^ = 0, x^ = invariant, und jeder 
Punkt des Raumes xyj3 bewegt sich bei allen ihren Trans- 
formationen auf einer Fläche der Schar 

ocy-\-z = consL 
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Für die Gruppe - 



(55) ^aPi+^iP2+^2Pb-> ^i^sP3~^4Pd—^lPl+^2P2 



ist das characteristisch, dass sie die gewundene Curve dritter 
Ordnung, welche dem Complex angehört, 

und einen ihrer Punkte x-^ == ö, ^2 = ^» ^4 = ^> mithin auch 

die in diesem Punkte befindliche Tangente der Curve x^ = 0, 

xi = stehen lässt. Die invarianten Flächen bilden die Schar 

z—xy-\-]^(c^ 

[2y—x^)i'' 

Die Gruppe 



(56) ^4^2 — ^1^3) «(^li>l— ^2JP2)+^3i>3— ^42^4 



führt jede der drei Complexgeraden x-^ = 0, x^=0\ x^^=^0, 
a?4 = ö und iTj = ö, x^=^0 in sich über und transformiert 
jeden Punkt des Raumes ocyz auf einer bestimmten Fläche 



x'^ 



= coyist., 



wobei a von 0, -\-l und — 1 verschieden ist. 
Bei der Gruppe 



(57) a:4i>2— ^iPsi ^l2>2+^3P3— ^4^4 



bleiben auf x^=^ zwei in Xy = 0, a?^ := ö zusammenfallende 
Complexgerade und auf x-^ = noch die weitere x-^ = 0^ 
XqS= in Ruhe, ebenso jede Fläche der Schar 

X ,6" ^^ = const. 
Auch die Gruppe 



(§8) X^p^, (^1— '^^4)i>l— ^21^2— (^^2+^3)P3+'^4P4 



lässt die Punkte des Raumes auf transcendenten Flächen 

ye~^ = const. 
laufen, die in diesem Falle Cylinder sind. Dabei behalten 
stets die Punkte x^ = 0, x^ = 0, Xj^ = und or^ = 0^ 
Xq = 0, x^ = und ausser deren Verbindungslinie x^ = 0, 



54 Emil Knothe 

x^ = o noch die Complexgerade x^=^0^ x^ = ihre Lage- 
im Räume bei. 

Es erübrigt nur, die eingliedrigen Untergruppen noch 
kurz zu characterisieren. 
Die Gruppe 



(59) ^42^3 



lässt alle oo« Punkte der Ebene x^ = invariant. In den 
nichthomogenen Veränderlichen xy0 hat sie die Form r und 
stellt eine infinitesimale Translation längs der ^ — Äxe dar. 
Bahncurven sind also alle Parallelen zur z — Axe 

x = a, y = b. 
Anders die Gruppe 



(62) ^li>l— ^2i^2— ^3P8+^4P4 



Bei ihr bleiben alle Punkte der beiden windschiefen Com- 
plexgeraden x^ '= 0, x^ = und x^ = 0, Xq = in Ruhe, 
mithin auch alle Begrenzungsflächen des Coordinatente- 
traeders und alle Ebenen, welche jene Geraden umhüllen. 
Die Bahncurven sind daher in diesem Falle alle Geraden, 
welche jene Complexgeraden schneiden: 

Die Gruppe 



(60) ^4^2—^1-^3 



ferner lässt alle Punkte der Complexgerad'en rr^ = ö, x^==0 
und sämtliche Complexgeraden, welche in den Ebenen Xi = 
und x^ = liegen, invariant. Die Bahncurven sind wiederum^ 
gerade Linien, deren Gleichungen die Form besitzen: 

ax^-Ybx^ = 0, hx^ — ax^-\-cx^ = 0. 



X 



Jeder Ebene — = a geboren oo^ Bahncurven an, die 



x^ 



ein Strahlenb.üschel bilden; der Mittelpunkt P desselben 
liegt natürlich auf X'^ = 0, x^=^ und zwar so, dass die 
Punkte x^ = ö, ^2 = ^? ^4 = 0\ x^ = 0, Xq = 0, x^== 
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Tind P zusammen mit dem Punkte P', welchen der Complex 
'der Ebene -^ = a zuordnet, ein harmonisches Doppelver- 

liältnis bestimmen. Nur für die Ebenen x^ = und x^=^0 
fallen die Punkte P und F' zusammen; nur in diesen Ebe- 
nen sind daher die Bahncurven Gerade, die dem Complex 
angehören. 

Bei der Gruppe 



(61) ^li^l— ^2^2 



ferner bleiben alle Punkte der Nichtcomplexgeraden x^=0, 
^2=0 und ausserdem zwei isolierte Punkte w^ = 0, x^ = 0, 
^4=ö und X2 = 0, Xq = 0, x^=0 invariant, während jeder 
andere Punkt des Raumes auf einem Kegelschnitt 

x^' ^4 

transformiert wird. 

Die übrigen eingliedrigen Gruppen sind schon dadurch 
von den bisher aufgeführten verschieden, dass sie nur eine 
endliche Anzahl von Punkten des Raumes stehen lassen. 
So bleiben bei allen Transformationen der Gruppe 



(64) a^(^lPi — Ä'2P2)-f^3i>3— ^4^4 



wo a endlich und =}= ö, I oder — 1 ist, — denn der Typus 
x^p^—x^^-^-x^p^—x^p^ ist mit oo^v^—x^^—x^p^-^-x^p^ 
gleichberechtigt, wie man durch Anwendung der Trans- 
formation (Tg) leicht einsieht, — nur die vier Ecken des 
'Coordinatentetraeders in Ruhe. Die Bahncurven haben, in 
Cartesischen Coordinaten geschrieben, die Form: 

xoi—i x^ 

Hält man die drei invarianten Eckpunkte, die in der 
Ebene rr^ = ö liegen, fest, lässt dagegen den vierten in- 
varianten Punkt mit x-^ = 0, x^ = 0, x^ = zusamraen- 
• rücken, so hat man diejenige Punktfigur, welche die Gruppe 
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(65) ^l2> 2 +^82^3—^4^4 



characterisiert. Führt man auf einen beliebigen Punkt xyz- 
des Raumes alle Transformationen der letzteren aus, sa 
besehreibt dieser eine Curve: 

y 

xe ^ ^=a, -- = 1). 
Bei der Gruppe 



(66) {xY—2x4)p^—x^p.^—[cc^-\-2x.,)p^-\-dß^p^ 



bleiben nur zwei getrennte Punkte, nämlich die Schnitt- 
punkte der Complexgeraden w^ = 0, .t^ = mit den Ebe* 
nen x^ = und x^ = 0, durch jeden dieser Punkte aber 
noch eine weitere Complexgerade X2^= 0, x^ = bez. 
x^ = 0, x^ = in Ruhe, während jeder andere Punkt xysr 
des Raumes sich auf einer der Curven: 



J y 



bewegt. 

Die Gruppe 



(63) ■ a?4Pl+^li^2+^2P3 



endlich lässt nur einen Punkt x^ = 0^ 00^ = 0^ x^= und 
in diesem eine Richtung, die der Complexgeraden x^ = 0^ 
x^ = 0, invariant. Die Bahncurve eines beliebigen Punktes- 
tvyz des Raumes ist für diese Gruppe von der Form: / 

x^ — 2y = a, z-\-^x^ — xy = b. 
Hiermit ist der Nachweis geführt, dass es unmöglichi 
ist, unter den aufgestellten 66 Typen von Untergruppen, 
der r^ irgend zwei ausfindig zu machen, welche innerhalb» 
der r^Q gleichberechtigt sind. 
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Cap. 4. 

Bestimmung aller Untergruppen der G^o^ ^^^ keinen Punkt des 

Raumes JAvariant lassen. 

§7. 

Nachdem es gelungen ist, alle Typen von Untergruppen: 
der r^Q zu bestimmen, welche einen Punkt des Raumes in- 
variant lassen, handelt es sich noch darum, alle Typen von 
Untergruppen zu ermitteln, bei denen kein Punkt in Ruhe 
bleibt. Alle diese Typen werden mindestens dreigliedrig 
sein, denn jede zweigliedrige projective Gruppe lässt sicher 
einen Punkt des Raumes invariant. 

Wir gehen zuerst auf die Bestimmung aller Unter- 
gruppen der jTio ein, bei denen eine Curve, aber kein. 
Punkt des Raumes in Ruhe bleibt, und zwar untersuchen 
wir zunächst den Fall, dass diese Curve eine gewundene ist. 

Jede Gruppe von dieser Beschaffenheit enthält eine 
zweigliedrige Untergruppe, die durch geeignete Transforma- 
tionen der r^Q in eine zweigliedrige Untergruppe der Fj 
überführbar ist. Unter den zweigliedrigen Untergruppen der 
Pj, die sämtlich uns bekannt sind, findet sich aber nur eine, 
bei welcher eine gewundene Curve invariant bleibt, nämlich: 



Pi+^iQi+^iri, oc^Pi+^t/iQi+S^iri 



lind diese lässt die gewundene Curve dritter Ordnung 

invariant, die dem linearen Complex angehört. Es hat keine 
Schwierigkeit, sofort die grösste Untergruppe der F^ q anzu- 
geben, welche diese Curve gestattet. Dieselbe ist drei- 
gliedrig und lautet: 






Die ihr entsprechende einzige Untergruppe der G^q^, 



\ 
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die eine gewundene Curve, aber keinen Punkt stehen lässt, 
hat die Form: 



x^-\-y, 3z— xy, y^—l^xZ 



§8. 
Wir gehen über zur Bestimmung aller Untergruppen 
-der FjQ, die eine Complexgerade, aber keinen Punkt in- 
variant lassen. Wie schon früher erwähnt wurde, ist diese 
Aufgabe identisch mit der anderen, alle Untergruppen der 
®io 2^ suchen, bei denen ein Punkt des Raumes, aber keine 
Gerade, die den unendlich fernen Kugelkreis schneidet, in 
Ruhe bleibt. Da diese Untergruppen durch Transforma- 
tionen der ©10^^ Untergruppen der siebengliedrigen Gruppe 
@7 aller Ahnlickeitstransformationen des SR 3 



p, q, r, xq—yp, yr—zq, zp—xr, xp-\-yq-\-zr 



übergeführt werden können, so kommt die Aufgabe darauf 
hinaus, alle Untergruppen der ©^ zu bestimmen, welche 
keinen Punkt des unendlich fernen Kugelkreises invariant 
lassen, die Punkte desselben also dreigliedrig transfor- 
mieren. Da es nun nur die Rotationen sind, bei welchen 
die Punkte des Kugelkreises unter sich vertauscht werden, 
während die Translationen und die Ahnlichkeitstransfor- 
mationen alle seine Punkte stehen lassen, so ist klar, dass 
jede der gesuchten Gruppen drei infinitesimale Transforma- 
tionen von der Form 

VJ= ooq—yp-\-a^p-]ra^q-]rOi^r-\ra^ U, 
V,f=yr-zq-]rß,P^ß2Q-\-ßsr-\-ß, U. 
VQf=zp—xr+rip-\-r^q-]-rQr+y^ U 
umfassen muss, wo zur Abkürzung U^^ xp-\-yq-\-zr ge- 
setzt ist. 

Es lässt sich nun leicht nachweisen^ dass, wenn ausser 
V^f, V^f, V^f noch eine Translation 



N. 
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Wf=ap-{-ßq+yr 
in einer Gruppe von der verlangten Eigenschaft auftritt, 
gleichzeitig alle Trailslationen in ihr enthalten sind. In 
der That, aus den den Identitäten 

(TT, F,) = aq-ßp-\-a^ Wf= WJ-^a^ Wf, 

(TFi, V^) = ap^ßq^a,WJ, 

(TTi, V^) = ßr^ß^W,f, (TT,. V^) = -ar^Y^Wj 

folgt, dass, da aßy nicht sämtlich Null sein sollen, r, mit- 
hin, wie die Combination mit V^f und V^f lehrt, auch p und 
q vorkommen. 

Suchen wir zunächst alle Untergruppen der ©^ von der 
geforderten Beschaffenheit, die keine Translation enthalten, 
so sind nur die beiden Fälle möglich, dass V-^f^ V^f, V^f 
•oder dass 

WJ= xq—yp-{-a^ ii>+«iag+«i 3^ 

W^f= yr —zq\-a.^ ii?-fa^2 2«+«a 3^ 

eine Gruppe bilden. Im ersten Falle folgt aus den Combi- 
nationen (FiF^), (FgFg) und (F3F1), dass 

a^4 = ^4 = ^^4 = ^' ^Z=ß\=Yl = 0, 
Olx=—ß^, ß2=—ri^ ^2=— ^3» 

im zweiten Falle aus der Combination von W^f mit W^f 

«13==«2l=«'32 = ^> 

«12= ^33=^41» ^11 = ~"^23 ="~ ^42» 

«2 2 ^^ ^31 =^ ^4 3- 

Es erhalten daher F,/*, V^f, Fg/* die Form: 

yif= (^+«2)^— (y— «i)i>, 
y^f^ (^— /?8)i>— (^4-«2)^- 

Indem wir mit Hülfe der Transformation 
x' = x-]-a^, y' = y—a^, z' = Z—ß^ 
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x'y'z* als neue Variable einführen, ergiebt sich die Gruppe 
— wir lassen die Accente fort — 



xq^ — yp.'yr — ^2, i^p — ocr 



Die analoge Transformation: 
bringt die Gruppe der Wf auf die Form : 



xq—yp^ yr — gq, zp- ocr, xp-{-yq-\-zr 



Treten endlich alle Translationen p, g, r auf, so ist die* 
Gruppe entweder die ®i selbst oder eine sechsgliedrige von 
der Gestalt: 

Pj g, r, xq-'yp-\-aU, yr—zq-^-ßU, zp — xr-\-yU, 
Combiniert man aber die drei letzten unter sich, so folgt. 
az= ß=zy=: 0^ und man gelangt zu dem Typus : 



p, q, r, xq—yp, yr—zq, zp—xr 



Hiermit sind alle Möglichkeiten erschöpft. Wir finden 
also die Gruppe aller Rotationen, die Gruppe aller Ahnlich- 
keitstransformationen, die einen Punkt stehen lassen, die 
Gruppe aller Bewegungen und endlich die Gruppe aller 
Ahnlichkeitstransformationen des SRg. 

Eine entsprechende einfache geometrische Deutung las- 
sen die Untergruppen der F^^^ zu, die eine Complexgerade^ 
aber keinen Punkt stehen lassen. 

Bei der siebengliedrigen — wir bedienen uns wieder 
homogener Coordinaten — 



^3l>2+^li>4» ^3i>3— ^4i^4 



bleibt die Complexgerade Xi = 0, x^ = in B,uhe. Weiter 
ist die sechsgliedrige 



^4i^8. ^4i^2--^ii>3> ^ii>2' ^4i>i+^ai>3> 
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•dadurch characterisiert, dass sie alle Transformationen der 
jT-^q umfasst, die den Differentialausdruck 

invariant lassen. Bei der viergliedrigen 



^3i>2+^li^4> ^iJPl— ^2i>2^ ^4.Pi+^iPB^ ^3i>3— ^4^4 



bleiben zwei zti einander windschiefe Complexgerade Xi = 0, 
.w^ = und X2 = 0, x^ = fest. "Es bleibt daher auch die 
.Schar von oo^ Complexgeraden, welche jene Geraden schnei- 
den, in Ruhe; dieselbe bildet die eine Schar von Erzeu- 
genden der natürlich ebenfalls invarianten Fläche zweiten 
'Grades 

12 3*^4 ' v/. 

Die andere Schar von Erzeugenden besteht mit Ausnahme 
•der beiden in Ruhe bleibenden Geraden «7^=0, x^=^0 und 
x^ = ö, Wq = aus Geraden, die dem Complex nicht ange- 
hüren. Hält man alle Erzeugenden dieser zweiten Schar 
:fest, so gelangt man zur der dreigliedrigen: 



^8P2+^lJP4) «li>l— ^2JP2+«a^3— ^4i^4> ^4:Pl+^2P3 



Die entsprechenden Untergruppen der G^io» die keinen 
Punkt stehen lassen, lauten endlich: . 



1, a?, a?2, y, wy, z, x{z—\a!y) 



ly ^, ^1, y, Ä?y— ^, x{zr-{an/) 



y, xy, z, x{z—\xy) 



y, xy—z, x{z—\oi^j) 



§9. 

Wir wenden uns zur Bestimmung aller Untergruppen 
•der Pjo, die eine Nichtcomplexgerade stehen lassen, aber 
keinen Punkt. 
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Da die Transformationen der F-^q jede Nichtcomplex- 
gerade in jede ^andere überzuführen gestatten, können wir 
als typischen Fall annehmen, dass die Nichtcomplexgerade 
Xi = ö, a?2 = Oy folglich auch ihre reeiproke Polare a!Q==0; 
x^ = ö, und die durch beide bestimmte lineare Congruenz.: 
invariant bleibt. 

Die grösste Untergruppe der F-^q, welctte diese Beding- 

I 

ungen befriedigt, ist die sechsgliedrige: 



Ä^li>2) *li>l--«2JP2' ^2P\> ^3^4^ ^SJPS— ^4JP4. ^4i>3 



Es handelt sich also darum, alle Untergruppen dieser 
-Tg zu bestimmen, welche keinen Punkt des Raumes stehen. 
lassen. 

Eine solche Untergruppe muss die Punkte auf jeder 
der beiden Nichtcomplexgeraden dreigliedrig transformieren.. 
Sind daher 



WO h natürlich ^ 5, die infinitesimalen Transformationen 
dieser Gruppe, so sind weder in der Matrix 



«11 «21 



«13 «2 8 • • «AÄ 



«12 «22 



noch in der andern 



^11 /^2i • • ßk\ 

^12 ^22 • • ßkl 
ßl3 ß^3 • ' ßtö 



alle dreigliedrigen Determinanten Null. Es lassen sich, 
daher ans den Uff stets linear drei infinitesimale Transfor- 
mationen Ulf, TJ^f, Ußf von der Form ableiten : 
UJ=a!^^+rj, UJ=XQPs—x^p^-^V^f, U^f=x^p^-]-V^f, 
wo F/= yj\Xy^p^-^yj2[x^Pi—x.,p^)-\-yjza:^^Pi. 

Es lässt sich nun nachweisen, dass es keine vier- und 
keine fünfgliedrige Gruppe von der geforderten Eigenschaft 
giebt. Gesetzt nämlich, es gäbe eine solche und es wäre 

Vf^ aiX^p^-\-a^{x^Pi—x^p^)+a^x^Pi 
eine infinitesimale Transformation, die mit U-^f U^f, U^f 
in diese Gruppe einträte. Dann könnte zunächst Vf mit. 
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Hülfe gewisser Transformationen der eingliedrigen Gruppen 
^iJP2 ^^^ ^-iPi entweder auf die Form X1P2 oder x^p^ — X2P2 
gebracht werden. Im ersten Falle könnten in U^f, U^f\. 
U^f alle yn = gesetzt werden, und es dürften nicht alle 
zweireihigen Determinanten der Matrix 

7127227^2 

^13^23^33 

verschwinden. Wäre etwa y 12729 — 7ib722^ ^» so würde aus- 

(?7i, XiP,) = ^7l2^lP2—7i3(^lPl—^2P2l 
( U2, X^p^) = 2y2 2^lP2'-72 s(^iPi—^2P2) 

folgen, dass auch x^Pi — x.jp^ der Gruppe angehört, folglich,, 
da nicht alle yis Null sein dürfen, falls etwa yi^^ 0^ auck 

{x^p^—x^p-i. Ui) = —27iz^2Pu 
also sß^Pi' -Die Gruppe wäre die -Tg selbst. 

Nähme ferner Vf die Form x^p^ — aj^jpg an, so könnt en« 
wir alle yß = setzen. Es dürften dann nicht alle zwei- 
reihigen Determinanten der Matrix 

7i\7i27iQ 

7S1 732 733 

verschwinden, und wenn etwa yiiy23^7\B72i^ ^» so er- 
gäbe sich aus 

{af^Pi—(V2P2y U^) = 2y^^x^P2—2y^^X2Pi, 

(x^p^—x^2^ TJ2)'^2y^^x^P2'-^733^2Pi, 

dass auch x^p2 und X2P1 der Gruppe angehörten. 

Die einzige Möglichkeit ist daher die, dass Uif, C/,/^ 
C/g/'eine Gruppe von der verlangten Beschaffenheit erzeugen. 
Ist dies der Fall, so verschwindet sicher die Deter- 
minante 

D=2+7ll722733 

nicht. Führt man nun mit Hülfe der Transformation 

a) a?i' = a?i, a?2' = ^2+^i^» oß^* = x^, x^' = x^ 
a?i' X2 x^'xj als neue Veränderliche ein, so geht U2f über in 

U2'f—(ß3P3'-^^*P^'M721+^^722-i''723)H'P2 
M722--723^)i^lPl'—^2P2)+723^2Pl^ 



• • 
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a 

j'22 ^^d y'2B können ab«r nicht gleichzeitig Null sein, 
sonst wäre: 

also riQ = o, rii = —y2iri2^ ^ri2=yi3r2i 

*04er y^^=y^^=.y^^= 0, 

was der Voraussetzung Z) 4= ^ widerspricht. Es giebt daher 
stets einen endlichen Wert von t, der y2ii'2ly22 — ^^Xas 
zum Verschwinden bringt. Dieser kann aber nicht zugleich 
,y2 2 — ^2 3^ gleich Null machen: sonst würde, wenn mit 

Uyf=a!s'p^'-{-yii'o^iW-^ri2(^i'Pi—^2%0-^ris^2'Pi' 

die infinitesimale Transformation bezeichnet wird, in die 
D^f nach Ausführung der Transformation a) übergeht, die 
Combination von Ui'f und U^i ergeben, dass alle yi/ = (? 
sind, was unmöglich ist. [Jg'/" erhält daher die Form: 

iXi^'PQ—(C4!Pj+^\^l'P^'-\rl^2i^lPl—^2P^% 

wo )Lt2 =J= ^- ^1^ Hülfe einer Transformation der einglied- 
rigen Gruppe cc^'Px lässt sich schliesslich das Glied x^'p^* 
entfernen, so dass — wir lassen in der Folge die Accente 
wieder weg — : ^ 

VJ=iß^P4.^r0^l^lP2^f^2^^ll9^—^2P^^<^^^2V\^ 

'Ü3f=oß^Pz^-yi^iVi+y2^^iPi—^2P2)-Vy3^^i'> 

wo M =J= ^- ^^s der Combination dieser drei infinitesimalen 
Transformationen unter einander folgt: 

— KiM = ;^i, yzH'=yz^ «1X3— «3Kx=/^- 

Da /i =}= ^> so ergiebt sich entweder 

ii = l, cc^=y^ = 0, y^ = 
oder 



«1 



fx = —I, a^=:y^ = 0, Xi = 



«3 



Schliesslich kann man mit Hülfe einer Transformation der 
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eingliedrigen Gruppe x^p^ — X2P2 »i t^ez. a^ gleich —1 
machen. Wir finden so die canonischen Formen: 



und 



r) ^li>2— ^4^3» ^iJP.— ^2^2— ^31^8+^4^4^ ^üPi—^sPa 



Dieselben sind innerhalb der Tjo gleichberechtigt; die Trans- 
formation 

^i' = a?2, 002* = — x^, a?3' = «?4, x/=—Wq 
führt die eine in die andere über. Da ferner die Trans- 
formation (T^^) ^^^ Gruppe (ß) mit der uns bereits bekannten 



^3i>2+^li>4' ^li>l— ^2i>2+^aP3— ^4i>4. ^^Pl+^iPl 



vertauscht, so stellt einen neuen Typus von Untergruppen 
der jT^q nur die sechsgliedrige dar, die eine Nichtcoraplex- 
gerade invariant lässt. Die ihr innerhalb der G^q ent- 
sprechende Gruppe lautet: 



1, x^, xy, y^, z, {z~\xy) 



2 



§ 10. 

Wir wenden uns zur Erledigung aller Untergruppen 
der /"lo, die eine krumme Fläche, aber weder eine Curve 
noch einen Punkt invariant lassen. Es wird sich zeigen, 
dass es keine Untergruppe von dieser Beschafienheit giebt ^). 

Auf jeder Fläche f{xyz) = 0, die eine r-gliedrige Unter- 
gruppe der r'iQ gestattet, liegen oo^ Curven, die dem line- 
aren Complex angehören, nämlich die auf dieser Fläche 
liegenden Integralcurven des simultanen Systems: 

df=^ 0, dz-\-ydx — xdy = 0. 
Piese Schar von oo^ Curven bleibt ebenfalls bei der r-glied- 



*) Die eingeschlagene Methode verdankt der Verfasser in den wesent- 
' liehen Punkten einer Mitteilung des Herrn Prof. Engel- 
fi 
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rigen Gruppe invariant, und zwar giebt es, wenn diese JT, 
den gestellten Forderungen genügt, in der Schar keine 
Curve, die bei allen Transformationen der Fr in sich über- 
geführt wird. Die Fr besitzt aber sicher eine r — 1 glied- 
rige Untergruppe i^-i, die eine Curve der Schar in Ruhe 
lässt. Bliebe nun auf dieser Curve zugleich ein Punkt fest, 
so würde derselbe bei allen Transformationen der rj. ent- 
weder gleichfalls invariant bleiben oder eine Curve be- 
schreiben; in beiden Fällen wäre die Fr aber mit einem 
der schon bestimmten Typen von Untergruppen der F^q 
gleichberechtigt. Es darf daher auf jener Complexcurve, 
die die Fj.-j zulässt, nicht gleichzeitig ein Punkt sich in- 
variant verhalten. Mit Hülfe der Transformationen der 
F^Q kann nun erreicht werden, dass die Fr-2 eine der von 
uns aufgestellten canonischen Formen annimmt. In der 
Zahl der Untergruppen der jTy, die eine Complexcurve je- 
doch keinen Punkt derselben stehen lassen, finden sich aber, 
wie wir gesehen haben, nur drei, bei denen gleichzeitig eine 
krumme Fläche invariant bleibt: nämlich die dreigliedrige, 
die eine gewundene Curve dritter Ordnung und daher auch 
ihre abwickelbare Fläche in Ruhe lässt, und ferner eine 
drei- und eine viergliedrige, welche beide zwei zu einander 
windschiefe Complexgerade und die durch diese Greraden be- 
stimmte Fläche zweiten G-rades x^x^ — XqX^=0 stehen lassen. 
Jede Untergruppe der F^q, bei welcher jene abwickel- 
bare Fläche in Ruhe bleibt, transformiert die oo^ Complex- 
curven, das sind die Erzeugenden dieser Fläche, unter sich 
und lässt die Rückkehrcurve der Fläche, also die gewundene 
Curve dritter Ordnung invariant. Die grösste Untergruppe 
der F^Q aber, die diese gestattet, ist eben jene dreigliedrige. 
Auf der Fläche x^x^ — XqX^^ = ferner, die jene drei- und 
viergliedrige gestattet, hat die eine Schar von Erzeugenden 

axi — a^XQ = ö, a^X2 — ax^^ = 
die Eigentümlichkeit, dass alle ihre Geraden nicht dem 
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Coniplex angehören mit Ausnahme allein der beiden ge- 
trennten Geraden x-^ = Oy x^ = und x^ = ö, ^3 = 0, Da 
bei allen Transformationen der F^^ nun Complexgerade 
stets in ebensolche und Nichtcomplexgerade wieder in Nicht- 
complexgerade übergehen, so giebt es offenbar keine Unter- 
gruppe der jT^o» ^^^ keine Erzeugende jener Schar auf der 
invarianten Fläche x^x^ — x^x^^=0 stehen lässt. 

Damit ist nachgewiesen, dass die F^q keine Unter- 
gruppe besitzt, bei welcher eine krumme Fläche, aber weder 
eine Curve noch ein Punkt in Ruhe bleibt. Auf einem kür- 
zeren Wege gelangt man zu diesem Resultate, wenn man 
sich auf den von Lie^) bewiesenen Satz stützt, dass ausser 
den Ebenen und Kegelfläche 11 nur die Flächen zweiten 
Grades, die Abwickelbare einer gewundenen Curve dritter 
Ordnung und die Cayleysche Linienfläche dritter Ordnung 
mehr als zwei projective infinitesimale Transformationen ge- 
statten. Auf Ebenen und Kegelflächen bleibt gleichzeitig ein 
Punkt, auf den letztgenannten Flächen aber je eine Curve bei 
allen Transformationen der Pjo, die sie gestatten, invariant. 

§ 11. 

Schliesslich könnte die F^ q noch Untergruppen besitzen, 
die keine Punktfigur stehen lassen. Nach einem Satze von 
Lie^ giebt es aber in B^ nur eine projective Gruppe von 
dieser Beschaffenheit, nämlich die F^^ selbst. Man kann 
aber auch unabhängig von diesem Satze einsehen, dass keine 
Untergruppe der verlangten Art existiert. 

Wir stützen uns zum Beweise, der im Folgenden nur ange- 
deutet werden soll, auf den Satz, dass alle Untergruppen der 
jT, imprimitiv sind. In der That, wenn eine Untergruppe 
der F^ q einen Punkt stehen lässt, so werden die oo^ Nicht- 
complexgeraden, die durch den Punkt gehen, unter sich 

») Ark. f. Math. 1876. 
•) Ark. f. Math. B. X. 
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transformiert. Lässt eine Untergruppe keinen Punkt stehen, 
so erzeugen alle Transformationen derselben, bei denen ein 
Punkt in sich übergeführt wird, eine Gruppe, die mit irgend 
einer der von uns bestimmten Untergruppen der r,j gleich- 
berechtigt ist; aus der Discussion dieser Untergruppen aber 
wissen wir, dass durch einen beliebigen invarianten Punkt 
stets auch eine invariante Richtung existiert. Eine Aus- 
nahme hiervon macht die siebengliedrige F^, die einen Punkt 
stehen lässt, und ihre erste deri vierte F^, die alle Volumina 
des Raumes invariant lässt. Es ist indessen sofort nachzu- 
weisen, dass die Fq als Untergruppe nur in der F^ und 
der r'io, die Fy nur in der F^q enthalten ist. 

Bei jeder Untergruppe der F-^q bleibt daher eine Schar 
von oo2 Curven invariant. Solche Untergruppen insbesondere, 
die keine Punktfigur in Ruhe lassen, sind sämtlich transitiv, 
transformieren also auch die Curven jener Schar transitiv. 

Ist nun Fy eine r-gliedrige Untergruppe von dieser Be- 
schaffenheit, so besitzt dieselbe eine r — 2 gliedrige Unter- 
gruppe Fr-2, die eine beliebige Curve der bei der Fr invari- 
anten Schar in sich überführt. Auf dieser Curve dürfte 
aber nicht gleichzeitig ein Punkt fest bleiben; denn dieser 
würde bei allen Transformationen der F^ q entweder eben- 
falls sich in Ruhe befinden oder oo^ oder endlich oo^ Lagen 
annehmen; die JJ. Hesse daher einen Punkt oder eine Curve 
oder eine Fläche des Raumes invariant und fände sich unter 
der von uns bereits bestimmten Typen vor. Auf der bei der 
Fy-z invarianten Curve bleibt also kein Punkt des Raumes 
fest. Die F^-z ist mithin mit einer der sechs Untergruppen 
der F^Q gleichberechtigt, die eine Curve, aber keinen Punkt 
stehen lassen. Stellt man sich aber die Aufgabe, alle Unter- 
gruppen der F^Q zu bestimmen, in denen diese sechs Typen 
als Untergruppen enthalten sind, so gelangt man entweder 
zur F^Q oder zu gewissen unter den sechs Typen zurück. 



